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PLANTEAMIENTO Y FORMULACION DEL PROBLEMA

DESCRIPCION DEL PROBLEMA:

El proceso de conformado de piezas por deformacion pléstica es una de las herramientas
mas utilizadas en la fabricacién de productos metalicos debido a su gran versatilidad y
menor costo que otros procesos alternativos. Sin embargo presentan agunas limitaciones

gue dificultan su utilizacion.

Una de estas limitaciones es la localizacion de las deformaciones 7plasticas que aparecen
muy frecuentemente en el proceso de conformado de metales muy ductiles ( Deformaciones

homogéneas o continua).

Al deformarse plésticamente una pieza metdlica frecuentemente se observa que las
deformaciones no se distribuyen uniformemente dentro de la pieza, sSino que se concentra
en bandas angostas (zonas peguefias de deformaciones muy intensivas) mientras €l resto del
material practicamente no experimenta deformacion alguna. Este fendmeno se conoce
como localizacion de las deformaciones plasticas.

La locdizacion de las deformaciones plasticas cambia totalmente el comportamiento
macroscopico del material. Una vez que se inicia se convierte en e mecanismo
predominante en toda la deformacién plastica subsecuente y s persiste puede precipitar una
fractura por corte. En circunstancia menos extremas, representa un factor perjudicia en la
respuesta en servicio y la vida util de las piezas metdlicas conformadas por deformacion
plastica, cuando se manifiesta; las propiedades mecanicas del material resultan mucho mas
pobre gque las esperadas.
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En & caso de la deformacion de una probeta plana compacta sometida a una traccion pura,
se supone gue la deformacion es plana y gue la maguina de ensayo supone una velocidad
pequefia sobre € borde superior e inferior de la probeta, es decir, se supone que el ensayo
se redliza controlando la velocidad de la mordaza de la maquina de ensayo.

Como las direcciones principales son respectivamente la direccion en la que se tracciona la
probeta y la direccion perpendicular a esta ultima, entonces se provee una localizacion a lo
largo de una banda orientada a 45° respecto a la direccion en la que se tracciona a la
probeta.

FORMULACION DEL PROBLEMA

¢, Es posible encontrar formulaciones alternativas capaces de aproximar adecuadamente
condiciones que mejoren e problema del fendbmeno de localizacién de deformaciones
plasticas y ser capaz de obtener mediante este proceso mejor servicio y vida Util del

meateria?.

¢Es posible encontrar una solucién alternativa a la localizacion de deformacion pléstica en
los metales, para superar las limitaciones existentes?
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OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Estudiar un modelo matemético y numérico capaz de reproducir este fendmeno (
localizacion de las deformaciones plasticas en metales) y de identificar los factores que

influyen en la manifestacion del mismo.

OBJETIVOSESPECIFICOS

Evaluar las ecuaciones que caracterizan € movimiento de un medio continuo
incomprensible desde € punto de vista Euleriano y plantear €l principio de las
potencias virtuales.

Andizar las relaciones constitutivas para la plasticidad y viscoplasticidad,
estudiando las caracteristicas mas importantes de estos dos mecanismos (
viscoplasticidad y plasticidad) de deformacion ( inelastica).

Estudiar y andlizar la localizacion de las deformaciones plasticas para
comprender el comportamiento macroscopico del material.

Formulacion de un modelo matemética que gobierne la deformacion de un
solido, restringiendo € comportamiento de este (Modelo matemético), como s
fuera un flujo no newtoniano (incomprensible).

Explorar herramientas numéricas que permitan resolver el modelo planteado
anteriormente.

Validacion experimental mediante la utilizacion de los resultados obtenidos en

los item anteriores.
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JUSTIFICACION DEL PROYECTO

Se ha ido trabgjando en el fendbmeno de localizacion de deformaciones plasticas utilizando
la denominada deformacion de flujo para la descripcion del movimiento y las
caracteristicas macroscopicas del materiad y se ha modelado numéricamente este
mecanismo de deformacion mediante € método de los elementos finitos ( adaptamos para
gue se pueda aproximar la condicion de incompresibilidad del flujo pléstico).

La deformacion tradicional del método de los elementos finitos ( la utilizada en € modelo
de la deformacion de materiales elasticos comprensible), no se puede extender
inmediatamente a caso de materiales que experimentan deformaciones plasticas (
incompresibles), dado que a imponer la condicion de incompresibilidad sobre la solucion
numérica obtenida con dicho método ( elementos finitos) se presenta € denominado
problema de blogueo como consecuencia del cual se obtiene aproximaciones muy pobres,
por lo tanto para superar este problema es necesario recurrir a formulaciones alternativas (
como € método de los multiplicadores de lagrange, € método de pendizacion y € método
lagrangeano aumentado), basadas en la interpolacion simultanea de velocidades y presiones
(elementos mixtos).

Estos tres méodos, s hien solucionan € problema de blogueo y puede entonces
proporcionar soluciones aceptables para las velocidades, presentan el inconveniente que la
solucién para las presiones en cambio puede resultar muy pobre (esta solucion se
caracteriza por la presencia de modos espureo (no fisico) que tiende a contaminarla
completamente).

Para solucionar esta dificultad se utiliza un método de eliminacién o “ prefiltrado” de estas

componentes espur eas.
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IMPACTO DE LA INVESTIGACION

Por medio del presente proyecto le daremos a conocer a los estudiantes de ingenieria
mecanica la forma de mangjar las deformaciones plésticas de los metales ( dictiles) de una
manera analiticay numérica, para un conocimiento mas para la formacion académica.
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RESUMEN

Al deformarse plasticamente una pieza metdlica frecuentemente se observa que la
deformacion no se distribuye uniformemente dentro de la pieza Sino que se concentra en
bandas angostas (zonas pequefias de deformacidon muy intensa) mientras € resto del
material practicamente no experimenta deformacion alguna. Este fendbmeno se conoce
como localizacion de las deformaciones plasticas. En este trabgjo se estudia un modelo
matematico y numérico capaz de reproducir este fendbmeno y de identificar los factores que
influyen en la manifestacion del mismo. El enfoque de andlisis utilizado para ello es de
denominado formulacion de flujo que se caracteriza por suponer despreciable la parte
gléstica de las deformaciones y describir € comportamiento inelastico en términos de la
viscoplasticidad, 1o que permite estudiar la deformacion del sdlido como s fuera de un
fluido viscoso incompresible no newtoniano, es decir, utilizando e punto de vista euleriano
(de relativamente fécil implementacion numérica). Para resolver las ecuaciones que se
derivan de este modelo matematico. (ecuaciones de Stokes) se utiliza e méodo de los
elementos finitos. Como la formulacion estandard de este método (la formulacién basada en
interpolacion exclusiva del campo de velocidades) es ineficaz para representar flujos
incompresibles, es necesario recurrir a formulaciones alternativas capaces de aproximar
adecuadamente esta condicion. En este trabajo se exploran de estas dternativas (el método
de los multiplicadores de lagrange, € método de penalizacion y el método de los elementos

finitos) y se analizan sus acancesy limitaciones y las formas de superarlas.
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INTRODUCCION

EL PROCESO DE CONFORMADO de piezas por deformacion plastica es una de las
herramientas més utilizadas en la fabricacion de productos metdlicos debido a su gran
versatilidad y menor costo que otros procesos aternativos. Sin embargo presenta alguna
limitaciones que dificultan su utilizacion. Una de ellas es e fendbmeno de localizacién de
las deformaciones plasticas que aparece muy frecuentemente durante e proceso de
conformado de metales muy dctiles. Este fendbmeno consiste en lo siguiente: cuando se
deforma un metal dactil, primero las deformaciones se distribuyen en forma
aproximadamente homogénea, es decir, resulta un estado de deformacion continuo que
varia suavemente dentro del material. Sin embargo cuando se alcanza un determinado nivel
de carga, este patrén de deformacion continuo cambia en forma més o menos abrupta a un
patron localizado en € que las deformaciones se concentran en ciertas zonas (en general
bandas angostas) mientras el resto del material practicamente no continua deformandose
(ver figura (1.1)); dentro de estas bandas se producen deformaciones intensas,
predominantemente de corte tangenciales a la interface que separa a la banda del materia
adyacentes (ver figura (1.2)), mientras gque fuera de €ellas las deformaciones son peguerias,
es decir, aparece una discontinuidad del estado de deformacion a través de ciertas
superficies (las interfaces banda-materia adyacente). Cuando se produce este cambio
repentino del patron de deformacién se dice que la deformacion se ha localizado en bandas

de corte (shear band).
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La localizacion de la deformacién pléstica cambia totalmente e comportamiento
macroscopico del material. Una vez que se inicia se convierte en e mecanismo
predominante en toda la deformacién plastica subsecuente y s persiste puede precipitar una
fractura por corte. En circunstancia menos extremas, piezas metdlicas del material resultan
mucho més pobres que las esperadas. Es importante entonces evitar que este mecanismo de
deformacion se manifieste y conocer cuales son los factores que favorecen o perjudican su
manifestacion.

El estudio de la deformacion de solidos que experimentan grandes deformaciones
inglasticas (y en particular e estudio del mecanismo de localizacion) se puede abordar
mediante dos formulaciones dternativas. la primera, denominada Formulacion de
Deformacion se caracteriza por utilizar €l enfoque lagrangeano para la descripcion del
movimiento del solido y relaciones constitutivas elastoplasticas para la caracterizacion del
comportamiento del material. El segundo, denominado Formulacién de Flujo, propone,
describir € comportamiento del material mediante una relacion congtitutiva rigido-
viscopléstica, y en consecuencia, estudiar su movimiento utilizando el punto de vista
euleriano. Es decir, considera despreciable la parte elastica de las deformaciones frente a
las indésticas (hipotesis abalada por € hecho que en los procesos de conformado de
metales intervienen deformaciones plasticas mucho mayores a las €elasticas) y describe €
comportamiento inelastico en términos de la viscoplasticidad con lo que resulta un material
gue se puede considerar esencialmente un fluido, y como tal, estudiarse su movimiento
desde el punto de vista euleriano. Debido a esta Ultima caracteristica la formulacion de flujo

resulta mucho més fécil de implementar numéricamente.
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La formulacion utilizada en todas las publicaciones consultadas para € andlisis del
fendbmeno de locdizacion es la formulacion de deformacion (ver referencias
[11],[21],[30],[31],[33],[32]). El propdsito de este trabajo es estudiar si con la formulacién
de flujo (que resulta muy conveniente debido a su mayor simplicidad numérica) también se
puede describir (al menos cudlitativamente) el mecanismo de localizacion. Se analiza
entonces s es posible la existencia de estados de deformacion discontinuos (patrones
localizados) en materiales caracterizados por una relacion congtitutiva rigido-viscoplastica

y cuyo movimiento se describe el enfoque euleriano.

Para modelar numéricamente la deformacion (plastica) del material se utiliza e método de
los elementos finitos. Como una de las hipétesis con las que se caracterizan al metal asume
gue €l flujo es incompresible (es decir, cada porcion del material se deforma sin cambiar su
volumen) y como la basada en interpolacion exclusiva de velocidades) es ineficaz para
modelar flujos incompresibles, se estudian técnicas aternativas capaces de superar los
inconvenientes relacionados con la condicion de incompresibilidad que se presentan con la

formulacion estandar.

El texto se organiza de la siguiente forma: en €l segundo capitulo se plantean las ecuaciones
gue caracterizan el movimiento de un medio continuo incompresible desde el punto de vista
euleriano. también se plantea € principio de las potencias virtuales que es una forma

equivalente de expresar dichas ecuaciones y que sera utilizado mas adelante para formular
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e método de los elementos finitos. En e tercer capitulo se presentan las relaciones
congtitutivas para la plasticidad y viscoplasticidad y se estudian las caracteristicas mas
importantes de estos dos mecanismos de deformacion (inelédstica). Un denominador comin
en cas toda la bibliografia consultada relacionada con este tema (ver referencias [7], [10],
[14],[18],[19] o [25] es € fuerte contenido fenomenoldgico en la formulacion de estas
relaciones congtitutivas. En este trabgo, a diferencia de los mencionados, se intenta un
planteo axiomdtico de dichas relaciones. se busca traducir en hipotesis mateméticas las
observaciones empiricas que fundamentan a los modelos constitutivos y deducir con la
mayor generalidad posible (y a partir de dichas hipétesis) las ecuaciones de cada modelo.
En e cuarto capitulo se presenta la formulacion de flujo, es decir, € conjunto de
simplificaciones que permite estudiar la deformacion del solido como s fuera el flujo de un
fluido viscoso incomprensible de viscosidad no constante (fluido no newtoniano). En e
quinto capitulo se estudian las herramientas numéricas (el método de los elementos finitos
adaptado para € andliss de flujos incompresibles) que se utilizan para modelar la
localizacion. La principal dificultad que presenta el método de los elementos finitos basado
en la interpolacién exclusiva del campo de velocidades (que es la formulacién utilizada en
problemas de elasticidad (compresible)) es la imposibilidad de aproximar smultaneamente
(para un determinado orden de interpolacién) la condicién de incompresibilidad
(exactamente) (esta dificultad se conoce como problema del bloqueo) (ver referencias
[5].[3], [12], [20], [28]. Para superar este problema es necesario imponer la condicién de
incompresibilidad en forma no exacta (o débil) y en este trabajo no investigan tres formas

de hacerlo (el método de los multiplicadores de lagrange, € método de pendizacion y €
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método de lagrangeano aumentado) con sus respectivos alcances y limitaciones (el segundo
método surge a partir de las limitaciones del primero y €l tercero a su vez, a partir de las del
segundo). Estos tres métodos, s bien solucionan e problema del bloqueo y pueden
entonces proporcionar soluciones aceptable para las velocidades presentan el inconveniente
gue la solucién para las presiones en cambio puede resultar muy pobre (esta solucién se
caracteriza por la presencia de modos espureos (no fisicos) que tienden a contaminarla
completamente). Para solucionar esta dificultad se utiliza un método de eliminacion o
“prefiltrado” de estas componentes espureas (propuesto en la referencia [6] para € método
de los multiplicadores de Lagrange y adaptado en este trabgjo para que pueda ser utilizado
con € método del lagrangeano aumentado). En la bibliografia consultada la presentaciéon de
estos temas no es en todos los casos lo suficientemente ordenada (en general se abordan en
el marco del estudio de la existencia, estabilidad, convergencia y estimacion del error de la
solucién numérica obtenida con estos métodos (ver referencia [2], [3], [4], [5],[12], [22],
[23], [24] )). En este trabgjo se intenta hacer una sintesis mas ordenada e intuitiva de los
mismos, utilizando para ello (cuando esto es posble) argumentos, eemplos y
demostraciones simples. En & sexto capitulo se presenta € modelado y andlisis
propiamente dicho del fendmeno de localizacion utilizando la formulacion del flujo y las
técnicas numéricas estudiadas. Se estudia si con éste modelo es posible obtener, tanto desde
el punto de vista analitico como numérico, soluciones discontinuas para las ecuaciones que

describen la deformacion del metal. El desarrollo de los programas con los que han sido
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hechas todas las simulaciones numéricas que se presentan en este capitulo (al igual que las

correspondientes al capitulo anterior) forma también parte de este trabgjo.”

1.1. NOTACION UTILIZADA

Notacion de indices

Las componentes de las magnitudes tensoriales y vectoriales que aparecen alo largo de éste
trabgjo se smbolizan de la siguiente forma: vi, V. Yy v3 paralas componentes de un vector (el
vector velocidad por €gemplo) y Sii, S22, S33, Si2, S23, S31, S21, S32 Y Si3, para las
componentes de un tensor de segundo orden (como el tensor (le tensiones por gemplo).
Una componente genérica se simbolizard como v; 0 sjj con i y j indices enteros que pueden
valer 1 2 o 3. Las coordenadas cartesianas del espacio se simbolizan como x;, X2 y Xs. El

sistema de coordenadas elegido es el cartesiano ortogonal.

Convencion de supresion del simbolo de sumatoria a

Las sumas dél tipo

o _.g_)o _.g_)o
wn wn
S5 = =:
D

o

Q
Q

ST

! El lenguaje de programacion utilizado es e Mathematica
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son muy comunes en todas las aplicaciones del clculo vectoria y tensorial (en particular
en el estudio del movimiento de los medios deformables) y pueden ser representadas con
ventgja s se smplifica la notacién dejando implicita la sumatoria & y € valor de n. Se

adopta entonces los simbolos

para representar respectivamente a las sumas dadas como gjemplo. Los indices de sumacion
(indices mudos) son los indices repetidos dos veces (y solo dos veces) y € resto de los
indices no participan en la suma y se denomina indices libres. Corno e indice mudo solo
grve para expresar la sumatoria, puede ser cambiado por otro sn que se dtere €
significado

Sii TS kk

S”nl :Skjnk

La convencion de supresion del simbolo & se aplica también en € siguiente caso:

M
ﬂXj

gue representara a
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0 con €l siguiente

Cijkl Q|
gue estara representando a
s 3
a aCu6

k=1 t

1

Simbolo g De Kronecker

A lo largo del texto también se usa en forma reiterada € simbolo 4 de Kronecker que se

define como

il si=j
S
J 70 ditj

Por gemplo un estado hidrostatico de tension puede ser escrito en términos de éstos

simbolos como:

Explicitacion De La Dependencia De Las Variables Del Instante t

Todas las magnitudes fisicas que se utilizaran en la descripcion de la deformacion de los
metales, tales como velocidad v, tensiones s;; velocidades de deformacion g; densidad p,

etc., son magnitudes que en general dependen de la posicion (g, Xg, X3) y dél tiempo t. Para
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explicitar la dependencia de estas funciones del tiempo y especificar € instante que esta
sendo considerado se utilizara la convencion de escribir a dicho instante t como

supraindice a laizquierda de la variable en estudio, por gjemplo:

‘v, paralas velocidades en el instante t
's ; paralastensionesen el instante t
‘g, paralas velocidades de deformacion en el instante t

'p paraladensidad en el instante t

(Esto se lee de la siguiente forma: tvjen como “Mi ent”, *Si como“Si ent”, etc.). En€

caso estacionario (donde todas estas variables no varian en el tiempo) esta explicacion se

omitira.

Representacion de Matrices

Las matrices se smbolizaran con letras subrayadas. Por gemplo s para la matriz que
agrupa a las componentes del tensor de tensiones (S11, S22, S3s, S12, S23, S31), V parala
meatriz (columna) que agrupa a las velocidades nodales, P para la correspondiente a las

presiones nodales, K parala matriz (cuadrada) de rigidez, etc.
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2. ECUACIONESDEL MOVIMIENTO

En este capitulo se plantean las ecuaciones diferenciales que se utilizaran para describir la
deformacion plastica de los metales: la condicién de incompresibilidad y la ecuaciéon del
movimiento. También se formula el principio de las potencias virtuales (que es €l punto de
partida del método de los elementos finitos) y se demuestra su equivalencia con la ecuacion

del movimiento. Referencias para este capitulo son [1] o [17]

2.1. CONDICION DE INCOMPRESIBILIDAD

Una de las hip6tesis que se hacen para describir € flujo plastico de los metales es la
hipétesis de incomprensibilidad segun la cual el material se mueve manteniendo constante
su volumen. Esta condicion se expresa mateméticamente (s la densidad p es constante)

como
LIl (2.1)

0 bien

ﬂtvl + ﬂtvz + ﬂtvs =0
™ X X

Se puede demostrar porque esta igualdad implica la incompresibilidad observando la
figura(2.1) en la que se muestra una porcidon arbitraria de un materia que se esta

deformando. En un instante t esta porcion ocupa la region 'P del espacio y en un instante
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posterior t + Dt ocupa laregion ' *™P .Los volimenes de éstas regiones son

QiV
o\

DtP

y €l cambio de volumen en €l intervalo de tiempo py es entonces
o @V

Esta diferencia es igua a la diferencia entre los volimenes de las zonas sombreadas de la
figura (2.1) que son respectivamente las regiones ocupadas por e material que sale de la
region ‘P y la ocupada por e que entra Para calcular los volimenes de estas zonas se
observa que € materia que fluye a través cie un elemento de superficie dS durante €
intervalo de tiempo pt ocupara un volumen 'Vpt.'n dS (volumen del cilindro dibujado en la

figura). Entonces el volumen de la regién que ocupara el material que sale de 'P sera
Dt Q*p)m ‘v.'ndS

y €l correspondiente a material que entra
Dt Q*p)m ‘v.'ndS

donde (T'P)in y (1'P)ou SON respectivamente las partes de la frontera de 'P por las que entray
sale material (estas dos partes esta limitadas por la curva alo largo de lacud 'v . 'n = 0).
Restando las dos integrales anteriores se obtiene

Nt

t
th’?P v. ndS

('n es la normal saliente y entonces € signo (le la integral sobre (T'P)i, se invierte). La
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variacion del volumen ocupado por la porcion del material serd entonces:
Qmp - Q dv = Dt(‘?P 'v.'ndS
Dividiendo por pt y haciendo tender pt a cero se obtiene

d\ — N\ t,,t
EQ dV_QP v. ndS

y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss,

d . L Ty,
—nQ dV = Ldv

Para un material incomprensible e volumen 'P de la region ocupada por cualquier porcion
del materia debe permanecer constante en e tiempo. Entonces e miento izquierdo de la

igualdad anterior debe ser cero por lo que

L Ty
—dVv =0
Qﬂtxl
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Figura 2.1. Evolucion de una porciéon de un material que se deforma

para toda porcion del material. Esto se cumplira para cualquier region 'P s el integrando es
cero en todo punto del espacio por donde se extiende e materia es
decir ﬂ

ﬁ:o
fix

La condicion de incomprensibilidad implica entonces la ecuacion (2.1).

En términos del tensor velocidad de deformacion

tg__:i%-}-ﬁg
TP

la condicién de incompresibilidad (2.1) se expresara como

t —t t t —_
€= et ept ey =0

2.2.CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
2.2.1. Ecuacion del M ovimiento

La segunda ecuacion que se utilizara para describir la deformacién pléstica es la ecuacion
del movimiento que expresa que la suma de las fuerzas que acttian sobre cada particula del

medio es igua a la masa de esa particula multiplicada por su aceleracion. Para formularla
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se considera un medio continuo (ya sea un solido o una porcion de un fluido) como € que
se muestra en la figura (2.2) que en un instante t se encuentra ocupando mia region del
espacio V. Se supone que sobre una parte de la frontera 'S de la region 'V (la parte 'S)
actlian fuerzas por unidad de superficie conocidas de componentes 'f; y que sobre la otra
parte (la parte 'S)) se encuentran especificadas las velocidades (de componentes) v se
supone ademés que sobre el medio se aplican fuerzas por unidad de volumen conocidas de
componentes 'b. La resultante de todas las fuerzas que actdian sobre cualquier subconjunto

'P delaregion 'V seré:

A tde+cﬂ) s 'ndS

ij i

donde 1" es la frontera del subconjunto 'P y 's;; es el tensor de tensiones de Cauchy. La ley

de Newton establece que esta resultante debe ser igual a

t t
3 a.dv
P Py

que es la derivada respecto al tiempo de la cantidad de movimiento de la porcién es 'P ('

densidad de masay ' g son las componentes de la aceleracion), es decir,
hY b t N
Q ‘bdV *Qp 's; nidS—(;)p ‘p'a,dVv

O bien, aplicando e teorema de la divergencia de Gauss,

N\ a? ﬂtsij t .t O
b +—5-tpla TV =0
Qé J ﬂ)(l JQ
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Como ésta integral debe ser nula para toda porcion P de la region 'V y como e medio es
continuo (lo que implica que la densidad 'r, las tensiones 's;;, aceleraciones ‘g las fuerzas b
son funciones continuas en V), se deduce que &l integrando debe anularse en todo punto de
W

t
S .

‘b, +%- ‘p'a;=0 en'V (2.2)
Xi

J

A estaiguadad se la llama ecuacion del movimiento. La aceleracion de una particula del

medio que se en el instante t se posiciona en el punto del espacio de coordenadas '; es:

t t
ta :ﬂvj+tv_ﬂvj

AR [ SR
es decir, la derivada material de la velocidad. A la ecuacion (2.2) se la debe complementar

con la condiciéon de borde

tfj:ts ijtni (23)

(donde 'f; es la componente j de la fuerza por unidad de superficie) que se debe cumplir en

todo punto de la parte de la frontera's
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Figura. 2.2 Fuerzas que acttan sobre un medio continuo

2.2.2. Ecuacion Del M ovimiento Para Flujos Incomprensibles

Para estudiar a los materidles que experimentan deformaciones incomprensibles es
conveniente descomponer a tensor de tensones en dos partes, una llamada parte
volumétrica y la otra parte desviadora. La parte volumétrica es la parte cuyas componentes
son ‘pd; donde p esla tension media (o presion hidrostética), es decir

‘p%(‘s 1S S o)

Este tensor representa a un estado tensional para el cual la tension en cualquier direccion 'n

es 'p'n. la parte desviadora se define como:

t

At to ot N
? Su-P Sp S H
ta —t t _ ot t t t "
Sj_sij_ pdij—gslz' Sxp-P Syx4 l:I
(S t t t U
éS 13~ S Sxu- plj

de manera que

's.='s +'pd; (2.4)
ij j ij .
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De la igualdad anterior surge que € tensor de tensiones desviador es un tensor cuyas
direcciones principales coinciden con las direcciones de 's; y cuyas componentes

principales difieren en e valor de la presion hidrostética, es decir, 'si='s-'p.

En un material incomprensible (en particular en un metal que fluye plasticamente) se
observa (ver referencia 10) que las deformaciones que experimenta € materia son
independientes de la presion hidrostética 'p. Entonces es conveniente escribir a la ecuacion
del movimiento en términos de esta descomposicion del tensor de tensiones. De la ecuacion

(2.4) se deduce que

Tsy W5 Toy TS 1o
™ ™x ™ ' X

por lo que la ecuacion del movimiento (2.2) sera

t t
111—2" + %%bj -'p'a; =0 (2.9)
]

Esta es la expresion de la ecuacion del movimiento que se utilizara en € andlisis del flujo

plastico de un metal que, como se dira més adelante, esincompresible.

2.2.3. Principio delas Potencias Virtuales

El méodo de los elementos finitos utiliza como punto de partida e principio de las
potencias virtuales que es una forma equivalente de plantear la ecuacién del movimiento

(2.2). Considerando de nuevo un medio continuo (ver figura (2.2)) que ocupa una region 'V
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del espacio, sobre e que actian fuerzas exteriores de volumen ', fuerzas de inercia —p'a;
fuerzas de superficie 'fj (sobre la parte 'S de la frontera 'V), se llama potencia virtual de las

fuerzas posteriores a
A 'bi-'r ta fv.dv + ) 'f.dv.dS
Q( i J)jvl Qf i

donde dv; es cualquier campo de velocidades (denominado velocidad virtual o variacion de
la velocidad) distinto al campo de velocidades real y que cumple las condiciones de ser
nulo sobre la parte de las frontera donde se encuentran especificadas las velocidades 'S,
(también debe ser continuo con derivadas parciales continuas). Se llama potencia virtual de
las fuerzas interiores a

Q de; 's ;v
donde de; es la variacion en la velocidad de deformacion que se deriva de la variacion de la

velocidad dv;, es decir,

_1dv;  fdy, O
€ =5 ——t+t—7
2g % X 5

El principio de las potencias virtuales establece que las tensiones 'sj; que se establezcan en
el cuerpo (es decir, las tensiones que son solucion de la ecuacion del movimiento para
determinadas fuerzas exteriores 'bj, fuerzas de inercia -'r'a;, fuerzas de superficie f; y
velocidades impuestas) verifican que la potencia virtual de las fuerzas exteriores es igua a
la potencia virtual de las fuerzas interiores. Es decir, 's;j seré solucion de la ecuacion (2.2)

con las condiciones de borde (2.3) S y solo s
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&ILO

Q%? av =) (-1 ‘o Jv,av + ) fdv,dsFF (26)
para toda variacion de la velocidad dv; nula sobre la parte 'S, de la frontera del cuerpo.? Para

demostrar la equivalencia entre estaigualdad y la ecuacion (2.2) se observa que

ﬂ(dVJS IJ) _ ﬂts i ﬂtVJ't s
VT

i
por lo que € trabajo virtual de las fuerzas interiores sera

0 g Ty

o0 bien, aplicando el teorema de la divergencia de Gauss
T's

N t t \ ij
dej Sj ndS- QWJW

Recordando que la variacion de la velocidad en la parte de la frontera 'S, es nula por lo que

dej 'sytny dS=Q dv;'s;;'ndS, entonces el principio de la s potencias virtuales (2.6) queda

2 Recordar que esta utilizando la convencion de supresion del simbolo de suma por lo que
1 JRRLCYR o SO 7Y (‘ﬂdv2 . 'ndvl). (‘ﬂdv3 'ndvl).
?‘ﬂx‘ fix; @S T Su*t ™ % St ™ T S13
oy, | Tdv, } ‘|]de t (‘I]dv3 Tdv., }
(‘ﬂx2 + X Saut X, Sx»t 2\ 1%, + xg Sat

m ‘I]dv3} _(‘ﬂdv2 ‘I]dv3} ‘I]dv3t
(‘ﬂx3 + X S31"'2 [ + [ Sa ¥ g Sa

que por ser & tensor de tensiones un tensor (es decir, 's1, ='S21, 'S13, 'Sa1Y 'S25="S3,) Sereduce a

dv; |, fdv, Q —fldvy t v, t Tdvs t
?‘ﬂx‘ +'ﬂXJ g i T Su X, S» TXs S33

v, |, fovy ) +(‘ﬂdv3 L 10y } +(‘ﬂdv3 . ‘ﬂdvz}
( Txq X S 12 X X3 S 13 X, X3 S 23
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de s;;'nds- Q/ﬂ—dvdv Q( r a)jvdV+QtfdvdS

0 bien

t..
‘gqﬁtb Yy advdV+ ( 's; n}jvdS 0
& fix 2

Estas integrales seran nulas para toda variacion de velocidades dv; s y solo s en 'V y ;.

t
ﬂﬂ;” +b;-r'a; =0 'V'y 'fj en 'S es dexir, s se cumple la ecuacion (2.6) con las condiciones
de borde (2.3).

Principio de las Potencias virtuales en Términos de los Tensores Desviador y

Volumétrico delas Tensiones.

Utilizando la descomposicion (2.4) en la expresion del principio de las potencias virtuales

(2.6) se obtiene:

N 1<'ﬂIdv v, © 18&1 'ﬂdV._t

Qigﬁ 3 SV =Q 3¢ ™ 5

Q( r a)jvdV+QtfdvdS " dv;

p,JdV 0

Logv 1oy Gy —%por lo

En e segundo sumando del miembro izquierdo se observa que 2% o, 2

gue este sumando se reduce

\ ﬂdv|t

dv
Qﬂxip

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

40

El primer sumando, s se hace con la velocidad de deformacion virtual fml +“dv Quna

descomposicion anal oga ala hecha con las tensiones, es decir
1?1 ﬂdv Q aAa ‘ﬂdv Q 1 ﬂdvl< dl 1 ﬂdvl<
%

%o g Zi 31:2%434435 139544

Parte desviadora Parte volumetrica

sereduce a

1Tdvkd 9t

k

-4 s1J av + Q fldvi pdV = (2.7)

?dvj + ﬂdVi

X;

Qo

£
PO

= (- r taj)jvjdV+thfjdvde " dv,

Al primer termino del miembro izquierdo se le denomina potencia virtual desviadoray d

segundo, potencia virtual volumétrica.

Se han presentado las ecuaciones diferencidles que se utilizaran para describir €
movimiento del materia (desde € punto de vista Euleriano): La condicion de
incompresibilidad (2.1) (o ecuacion de continuidad cuando la densidad r es constante) y la
ecuacion del  movimiento (para flujos incompresibles) (2.5). Para resolverlas
numéricamente mediante €l método de los elementos finitos es necesario reexpresarlas en
forma “débil” de la ecuacion del movimiento (2.5). Con respecto a la condicién de
incomprensibilidad (2.1), las digtintas dternativas de expresarlas en forma “débil” serén

discutidas en e capitulo 5.
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3. RELACIONES CONSTITUTIVAS PARA METALES

Cuando a un cuerpo metadlico se aplican cargas suficientemente grandes, se observa que
una parte (pequefia) de la deformacion total resultante puede recuperarse s se remueven las
cargas mientras gque la parte restante (la mas grande) es acumulada en forma permanente.
La parte recuperable o elastica esta relacionada con las tensiones mediante la ley de Hooke
de la teoria de la elasticidad. En este capitulo se construyen un conjunto de ecuaciones
andlogas a dichas relaciones tension-deformacion de la teoria de la elasticidad pero para la
parte ineléstica (0 permanente) de las deformaciones del metal. En particular se formulan
las ecuaciones para dos tipos de comportamiento inelastico: Plasticidad inviscida y
Viscoplasticidad. Ambos comportamientos se diferencian del elastico wen que las
deformaciones no se encuentran univocamente determinadas por las tensiones como en €
caso €éastico sino que dependen de toda la historia de carga previa, es decir, de como fue
alcanzado el estado de tensiones y deformaciones, y se diferencian entre s en que en la
plasticidad inviscida se desprecia la influencia del tiempo (de la duracion del proceso de
deformacion, y por lo tanto de la velocidad de deformacién) en la respuesta del material,
mientras que en € caso de la viscoplasticidad los efectos dinamicos no se desprecian y la

influencia de la velocidad de deformacion s se tienen en cuenta.

Cuando las fuerzas aplicadas sobre el material no son suficientemente grandes, la

deformacion que se produce es totamente recuperable o elastica. Las deformaciones
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permanentes comienzan a manifestarse solo cuando las fuerzas aplicadas superan cierto
valor critico. Existen entonces dos rangos de deformacion: € rango elastico y e rango
inglastico y se utilizan los términos elasto/plastico o elasto/viscoplastico para describir a
los materiales que presentan esta caracteristica. Pero frecuentemente las deformaciones
inglasticas son tan grandes que, para este rango de cargas, las deformaciones elasticas
resultan despreciables. Cuando esto ocurre, es posible considerarlas nulas también para
cargas pequefias y asumir que en ese caso, € materiad es rigido. Para describir los
materiales en los que es posible hacer esta simplificacion, se utilizaran los términos
Rigido/plastico o Rigido/Viscoplastico. Referencias para este capitulo son [8], [10], [14],

[17], [18], [19], [29] y [27]

3.1 PLASTICIDAD

Como se menciono antes, la deformacion inelastica de un metal empieza solo cuando las
tensiones alcanzan cierto valor critico. Para tensiones menores a este valor la deformacion
es de naturaeza €elastica, y cuando las tensiones igualan este valor comienzan las
deformaciones permanentes. Una vez que este estado tensional critico es alcanzado (y las
deformaciones plasticas estén por manifestarse) se observan los siguientes deformaciones:

La deformacidon plastica (ompermanente) no se incrementa a menos que las

tensiones se incrementen continuamente; es decir, S se mantienen las cargas
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constantes, la deformacion plastica no crece; solo crece cuando se incrementan las
tensiones a valores mayores a latension critica a la cua se inicio la fluencia. Esta
fendmeno se conoce con el nombre de endurecimiento por deformacion.

Si, alcanzado cierto nivel de tensiones, se suprimen las cargas que le daban origen,
durante la descarga, €l material se comporta elasticamente.

Si, después de la descarga, se vuelve a pensionar a materia la fluencia no volvera a
comenzar sino cuando €l ultimo nivel de tensiones a que se habia llegado antes de
iniciarse la descarga vuelva a ser alcanzado; es decir, el estado tensiona critico que
es necesario aplicar para producir en € material mas deformacion permanente de la

gue ya fue impuesta cambia a medida que se acumula deformacion plastica.

Se pueden entender mejor estos aspectos de la deformacidn pléstica de un metal recordando
los resultados del ensayo de traccion uniaxial que se ilustran en la curva tension-
Deformacion de lafigura (3.1). Se observan:

El rango elastico inicial (Segmento O-A), seguido por

La tension criticainicial °s, (Punto A) (o tension de fluencia inicial) que sefidla e

comienzo de la deformacion plastica, y

El rango pléstico (con endurecimiento por deformacion) (Curva A-B-D) en € que:

- Son necesarias tensiones cada vez mayores para que crezca la deformacion
pléstica,

- Si dcanzado cierto nivel de tensiones ‘s, (Punto B), se suprimen las cargas,
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las deformaciones vuelven a ser de naturaleza clésica (Curva B-C).

- Para producir mayor cantidad de deformacion pléstica es necesario que las
tensiones vuelvan a igualar a Ultimo nivel de tensiones 's, (Punto B) que

se habia alcanzado antes de comenzar la descarga.

Curva Islitica

L 4
.

Figura 3.1: Curva Tensién-Deformacion para un material con endurecimiento por

deformacion.
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En algunos metales € fendbmeno de endurecimiento por deformacién practicamente no se
manifiesta. Si se lo desprecia completamente la curva tension deformacion pasa a tener la
forma mostrada en la figura (3.2). los materiales para los cuales se hace esta idedlizacion se
denominan perfectamente plasticos. Se observa que estos materiales, a diferencia de
aquellos en los que s existe endurecimiento, fluyen plasticamente a tension constante e
igual a la tension critica inicia °sy, y que s en un instante cualquiera se suprimen las
cargas (punto B), para que € material vuelva a fluir plasticamente alcanza con aumentar
las tensones nuevamente hasta °sy (y no hasta un valor mayor 'sy como antes), es decir, la
tensién de fluencia sy para estos materides no depende de la cantidad de deformacion

pléstica que se acumula.

En sintesis, existen ciertos estados tensionales criticos que marcan € comienzo de las
deformaciones plésticas y que pueden variar a medida que dichas deformaciones plasticas
progresan. Se pretende ahora a caracterizar a estos estados criticos (condicion de fluencia),
precisar para aquellos materiales que experimentan endurecimiento por deformacién, la
forma en que varian (condicion de endurecimiento) y describir de que manera se
incrementan las deformaciones plésticas cuando alguno de estos estados es acanzado (ley

de flujo).

o | A B o
(Tlr- A A Curva Estética
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Figura 3.2: Curva Tensién-Deformacion para un material perfectamente plastico

3.1.1. Condiciéon de Fluencia

Para determinar los estados tensionales critico que es necesario acanzar para las
deformaciones plasticas empiecen a manifestarse, se hacen las siguientes hipétesis
denominadas condicion de fluencia o ley de fluencia. Para los materiales que experimentan
endurecimiento por deformacion esta ley se puede enunciar de la siguiente manera (ver
referencias (17) y (18)):

1. Losestados tensionales criticos son aquellos que verifican

F(tSijtKa):O i,j:1,2,3 a ::LZ,.... (31)
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donde F es la denominada funcién de fluenciay ‘K, es un conjunto de parametros
gue dependen exclusivamente de la cantidad de deformacion pléstica acumulada
hasta el instante t.

2. Paraun dado estado de tensiones 's ; Y determinados valores de los parametros ‘k,

(fijados estos Ultimos por una dada cantidad de deformacion plastica), el material
estara en régimen elastico s

H t 0
F LK E<
& Sijr Ka <0

oS

ot ooy T ta,
F(Su’Ka Oy.”tsij'su

<0 (Condicion de desarga)

y se produciran deformaciones plasticas s

F(ts i ,tKa):Oy :": .tsij 3 0 (Condicién deCarga)
ﬂ S

ij

La primera condicion establece que la deformacion pléstica comenzara cuando las
tensiones verifiquen F('sijKa)=0; mientras F('s;{Ka) sea menor que 0, las deformaciones
serdn puramente elésticas. A medida que las deformaciones plasticas aumentan los
pardmetros 'K, crecen continuamente de manera que, s la fluencia se inicio en € instante
t=0 cuando los pardmetros tenian ciertos valores 'K, y s en un instante posterior t=t , el
material es descargado y después cargado nuevamente, las deformaciones plésticas no

volveradn a manifestarse sino cuando las tensiones vuelvan a verificar F(tsi,-t Ka)=0 siendo
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'K, distintos y mayores a los valores inicidles °K . La segunda condicion sefidla que e

rango elastico estara formada por todos aquellos estados de tension 's;; para los cuales se

F ¢
o
i

cumple que F('sj'Ka)<0 . A la condicion s; <0 se la denomina condicion de

descarga debido a que, s las tensiones que se desarrollan en un instante t, cumplen

F('s i 'K,) =0 y se produce un incremento de tensiones 's;;.Dt que descarga al material,

entonces (por la primera de las condiciones 2) las tensiones en €l instante t+ Dt (Que son
iguales a las tensiones que existian en € instante t, mas € incremento de tensién, es decir,

s, ='s +'s.Dt) deberdn cumplir F(*"®s 'K, )& (Recordar que los pardmetros 'K,

ij

varian solo cuando se produce un incremento de deformacidon pléstica por lo que

permanecen constantes durante una descarga); luego como

F(“D‘sijtKa)»F(tsijtKa)+ ;”F !sij Dt=0+ ;”F 's jj .Dtdebera ser TF lsjj<0 para que
ﬂsij ﬂsij ﬂsij

F("™s,,'K,) seamenor queO.

ij?
Para materides perfectamente plasticos los estados tensionales criticos que sefidan €
comienzo de la fluencia no se modifican a medida que progresa la deformacion pléstica. La
condicién de fluencia se rescribe entonces para dichos metales en la siguiente forma:

1. Losestados tensionales criticos son aquellos que cumplen

H t 0_ §os —
ngij’KaE,_o I,] =123 a=12..
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siendo F lafuncién de fluenciay K, un conjunto de constantes

2. Paraun dado estado de tensiones''s; , € material estara en régimen elastico s

5
ngs . ,tK =<0
& i ag
y se produciran deformaciones plasticas s
t t _
F( S ” , Ka )— 0

En otras paabras, para materiales perfectamente plasticos los pardmetros K; no
aumentan con la deformacidn sino que permanecen constantes por lo que la fluencia se
produce a tension constante o cuando las tensiones evolucionen de manera que F=0
(para estos materiales no existe la posibilidad de que se produzca una carga, es decir,

TF

de que o

!s;; >0porque los parametros son constantes si se produce un incremento
i

de tensiones 's; Dt para € que se cumple TF g >0, las tensiones gque se alcanzan
] ﬂtS - U]

ij
después del incremento de carga cumplirdn F>0 y esto contradice la segunda

condicion)

Representacion geométrica de la Ley de Fluencia

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

92

La iguadad F('s; 'K,)=0se puede interpretar geométricamente como una
hipersuperficie en el espacio euclideo 6-dimensional de coordenadas cartesianas dadas
por las 6 componentes diferentes del tensor de tensiones (en realidad, una familia de
superficies de pardmetros'K, ), denominada superficie de fluencia (ver referencias (17)
y (18)). Los puntos de esta superficie representaran estados tensionales que definen €
comienzo de las deformaciones plésticas y e interior F('s; 'K, )<0 representara e
rango elagtico. Como los pardmetros'K, de penden de la cantidad de deformacion

pléstica que se acumula (cuando existe endurecimiento), la superficie de fluencia

IF

cambiara continuamente durante la fluencia. La condicion de carga s; >0 admite

la siguiente interpretacion en términos de esta representacion geométrica (ver

figura(3.3)): Como ‘ﬂlﬂ: serd un vector normal saliente a la superficie de fluencia y
Sj

'si.Dt un incremento de tensiones #I—F.tsij >0representara a un incremento de
S ..

1

tensiones 's;.Dt que apunta hacia e exterior de la superficie y %T_F_tsij >0, a un

incremento  que apunta hacia € interior (rango eléstico). Cuando ﬂ?F 'sy =0d
i

incremento de tensiones serd tangente. La condicion de carga implica que existira
fluencia solo cuando el incremento de tensiones 's;;.Dt apunte hacia el exterior 0 sea

tangente. Para los materides perfectamente plasticos, la superficie de fluencia no
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cambia con la deformacion y en este caso se producira incremento de deformacién
pléstica cuando la tension se mantenga constante o cuando el incremento de tensiones
's;..Dt seatangente a la superficie.

Cargg

t (LT /’?F
O f“-r' A .l

B 'QQ/ 2t
#‘_'_,-ﬂ-’_ 'f-{g 5 ].4”.-4 —

- Descarga /

* Superficie de [luencia

Figura 3.3: Representacion de losrangos elasticos e inelasticos de carga

La ecuacion (3.1) que define a la superficie de fluencia toma una forma més simple s se
hace uso de las siguientes hipotesis (ver referencia [17]):
1. Lafluencia esindependiente de la presion hidrostética.

2. El material esisbtropo.
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La primera condicion surge de observaciones experimentales (ver referencias [10] y[18])
gue demostraron que las presiones hidrostaticas producen una cantidad despreciable de
deformacion pléstica tanto cuando son las Unicas tensiones aplicadas como cuando actlan

superpuestas a algun estado tensional combinado. Esta hipétesis implica que la funcion de

carga F depende solamente de la parte desviadora ts,j del tensor de tensiones ya que esta

parte no es afectada por cambios en la presién hidrostética. Por lo tanto la ley de fluencia
(3.1) se expresara como
F (t 5;'Ka )= 0

La segunda condicién (condicién isotropiad) implica que no existen direcciones
preferenciales para las tensiones que favorezcan el comienzo de la fluencia y que por lo
tanto F puede depender solo de las componentes principales (‘sy, 's,, 'ss) del tensor de
tensiones desviador pero no de las direcciones principales ('ny, 'ny, 'nz); Ademés F debe ser
una funcion simétrica de ('s;, 's,, 'ss) porque todas las tensiones principales deben cumplir
el mismo rol en la fluencia. En otras palabras, la funcion de fluencia F debe ser una funcion
isbtropa del tensor desviador de tensionesy laley de fluencia se expresara segun:
"?F(tsl’tSZ’tsg’tKa ,): 0
TF(tsl,tsz,tss,tKa ,): F(tsg,tsl,tsz,tKa ,),etc (Fesessimétrica)
Como las componentes principales del tensor desviador de tensiones son las soluciones de
la ecuacion caracteristica

- S+ '3, .5+ U5=0

donde:
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t, _1t t2 62 Lt2 L oftl2 Lt2 Lt.2
375 sij fsj='st+iso, S:«:3*2( S13% Sp3* S12)
ty it _tg tg ( o 4te2t % .
3 3sij uk Ski = Sij S11 22 S3:3 S13 22% Sp3 S11F S12 533 S12 23 s31

(3.2
son los invariantes principales del tensor desviador de tensiones, entonces dichas tensiones

desviadoras principales serén funciones algebraicas de los invariantes escalares 'J, y 'Ja.

luego laley de fluencia se podra expresar como

F(J2, Js,'K, ) =0 (3.3
3.1.2. Ley de Endurecimiento

Como se dijo antes, en aguellos metales que experimentan endurecimiento por
deformacion, la superficie de fluencia cambia a medida que las deformaciones plasticas
progresan. La ecuacion (3.1) permite conocer para qué estados de tensiones comienzan las
deformaciones plasticas pero no dice nada respecto a como varia la superficie de fluencia,
es decir, como varian los parametros 'K, . Al conjunto de hipétesis que se hacen para
determinar dicha variacion se lo denomina ley de endurecimiento. La mas simple de estas

leyes es la llamada ley de endurecimiento isGtropo segun la cual se supone que las

sucesivas superficies de fluencia no cambian de forma, sino solo de tamafio éste parametro

3 El primer invariante'J; ='sy,+'s,+ 's33 es nulo porque se trata de un tensor desviador

(tSj ='s ij - %ts wdij P 'S - %ts k3= 0)
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aumenta por ejemplo a doble, se deberan aumentar las tensiones también a doble para
comenzar de nuevo la fluencia. Esta ley postula ademéas que e mecanismo que produce €l
endurecimiento actlan igualmente en tension que en compresion cualquiera sea la cantidad
de deformacion que haya acumulado el material (cualquiera sea 'K), es decir, s la fluencia
comienza cuando las tensiones alcanzan cierto valor 's;; (traccion) entonces también debe
comenzar cuando € estado tensional sea (-'s;)). Mateméticamente esta ley se expresa de la
siguiente:

1. Lacondicion de fluencia depende de un tnico parametro 'K, es decir.

F('J, '33,'K) =0 (3.4)
2. Lafuncion de fluencia F es una funcién homogénea de grado cero de 'sjjy de'K, es
decir:

F%lts ijatK): F(ts i ,tK) "a

J

3. Lafuncién de fluencia F es unafuncién parade's;; para cualquier 'K, es decir,

F(tsijtK):F(-ts--

i ,tK) n T

Cuando la hipétesis de homogeneidad de la funcién de fluencia con las condiciones de

isotropia e independencia de hidrostética discutidas en la seccion anterior, es posble

* Se denomina funcién homogénea de grado n a aquella funcion f(x)que verifica f(a x)=a"f(x) "a
En particular, unafuncién serd homogénea de grado 0 si cumple f (a x) = f (x) cualquiera sealaconstantea.

Las funciones homogéneas de grado n verifican la siguiente identidad (conocida como teorema de Euler de
| as funciones homogeneas).

Nf(x).x=nf(x)
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expresar a la condicion de fluencia con endurecimiento isotropo en una forma mas

conveniente gue la de la ecuacion (3.4): Observando que por la condicién de homogeneidad

resulta F(its i ,itK) = F(ZS—K” 2y llamando f(x) a f(x,1) se puede reescribir a la condicion de

fluencia como:

(donde f debe ser una funcion par de :S—K‘ para gque € inicio de la fluencia sea e mismo en

traccion y en compresion) o bien, agregando las hipbtesis smplificativas de la seccion

anterior, como:

t t
3.t
2 J3._
F(th’th) 0

donde la funcién de fluenciaf es ahora adimensional dado que se supone gque € parametro

'K tiene unidades de tensién (y par porque e mecanismo de endurecimiento es el mismo en

5

traccion y en compresion). Observando ahora que

® En realidad f debe ser funcion par solo de :J% dado que observando las definiciones de'J, y 'J; (ecuaciones

(3.2)) se deduce que

th(tﬁj ):‘Jz(' tSj)

' Js(tﬁj ) = th(’ tﬁj )
es decir, que 'J, es una funcion parade's; y 'Js es una funcion impar, por lo que para f sea funcion par de's;
alcanza con que sea funcion par solo de'Js.
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2
fgﬁ,ﬁ_: fc K+ g IK = Ny gque entonces la iguadad
§Ke K g a ﬂg ‘]221—
a
Seffy, ¢ @t 0 agts 69
fg(? ; 2+ € ; 2+ ¢V "3~ - gdefine implicitamente a rcomo funcion de 1% es
s ey o
A
tg t3.0
decir ‘tK_Z = Mg—tJ—BZ entonces la condicion de fluencia (con endurecimiento isotropo)
2 € 2 g
resulta:
t t3. 0
B2 &2,
tJ g ty =
2 29
0 bien,
tJZ
tkm (3

tJZ
siendo M(X)una funcién adimensional ( y par, es decir, M(X)=M(-X)para que € inicio de la

fluencia sea € mismo en traccion o compresion).
La ecuacion (3.5) es la expreson més conveniente para la condicion de fluencia con

endurecimiento isotropo. Todas las hipbtesis hechas hasta ahora, es decir, independencia de

las presiones hidrostaticas, isotropia, igualdad ante traccion o comprension, dependencia de
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un Unico parametro y homogeneidad de grado cero, se encuentran condensadas en la
misma. Ademas esta forma de expresar a la condiciéon de fluencia, es la que permitira mas
adelante definir a la denominada deformacion plastica equivalente, que es la magnitud que

mide la cantidad de deformacion plastica que se acumula en el material.

Representacion geométrica de la condicion de fluencia con endurecimiento isotropo

En la seccién anterior se dijo que la condicién de fluencia puede asociarse con una
hipersuperficie en e espacio 6-dimensional de coordenadas 'si. Como la hipétesis de
isotropia implica que para definir a un estado tensional cualquiera 's; alcanza con
especificar solo sus tres componentes principales ('s1, 's», 's3), entonces para representar
geométricamente a la condicién de fluencia (3.5) de un material isdtropo se podra utilizar €l
espacio 3-dimensional con coordenadas cartesianas dadas por las tres componentes

principales ('sy, s>, 's3).

Para ver que forma tiene en este espacio la superficie de fluencia dada por laiguadad (3.5)
se observa primero que (ver figura (3.4)) la direccion (1,1,1) representa a los estados
tensionales puramente hidrostéticos (ya que para dichos estados, 'si= 's,= 's3) y que el
plano perpendicular a la direccion hidrostética y pasante por € origen, es decir, € plano
's1+ 'so+ 's3=0, representa estados tensionales puramente desviadores. Por lo tanto la

proyeccion ortogona de un estado tensional cualquiera ('s; 's; 's3) sobre la direccion
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hidrostética (1,1,1) representard su parte volumétrica, ° y la proyeccién sobre e plano
desviador, su parte desviadora ('s; 's, 'ss). Como la condicién de fluencia es independiente
de la presién hidrostética, la superficie de fluencia debera ser paralela a la direccién (1,1,1),
es decir, las intersecciones de la superficie con planos paralelos a plano desviador (que es
un plano perpendicular a la direccion hidrostatica), deberdn ser todas idénticas. En lafigura
(3.5) se dibuja una de estas curvas: la curva interseccion con € plano desviador 'sq+ 'so+
's5=0. Debido a las condiciones de isotropia y de paridad de la condicién de fluencia, esta
curva resultara simétrica respecto las proyecciones de los gjes coordenados (que estan
separadas entre s por un angulo de 120°) y respecto a los tres ges perpendiculares a éstos
(ver referencia [18]). Se puede demostrar (ver referencia [7]) que S r y 0 son las
coordenadas polares de cualquier punto P ubicado sobre esta curva, (¢ medido a partir de
ge's, proyectado entonces:

t
2J2

6

coS (3])—25/3‘\/;0
2 g

® La proyeccion ortogonal de ('si, 's,, 's;) sobre la direccion (1,1,1) esta dada por € vector

deydiitony - il oy

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

101

es decir, r y 0 estan relacionados respectivamente con los invariante 4'J, y%/E que
2

aparecen en la condicion de fluencia (3.5). Por lo tanto la igualdad (3.5) puede ser

reinterpretada como:

r
\/Et Km(@Q) -

1=0
o bien,

r =/2tkm(q) (3.6)

es decir la ecuacion polar de dicha curva.

bl 3

Eie I Hdrstaticn
1,00}
T s
P M, __‘3:"'
;\\ [rr.._rr:xrr.] ; "}.f_" \.x‘.l
’;I\x W . e \‘. A
P e ¢ f o ragmlALLLL
" \I'L._ " - P .
T -~ P
SR~
N \ES— -
W
"‘-. \'. 1| ':".__- ;_.—<
AL e
Fleng Deaviader |
'\._‘ -_}
e P
kv

Figura 3.4: Superficie de Fluencia

Con la ecuacion (3.6) se puede entender mejor la semejanza geométrica entre las sucesivas

superficie de fluencia que caracteriza a la ley de endurecimiento isbtropo. Se observa que
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todas las superficie de fluencia crecen en cada direccion radial (fijada por e angulo 6)

proporcionalmente a pardmetro 'K. (Figura 3.6)

Ley de Fluencia de Von-Mises

De todas las posbles leyes de fluencia con endurecimiento isotropo (expresadas
mateméticamente por la ecuacion (3.5) la més simple es denominada ley de fluencia de Vn
Mises en la que se adopta M=cte. Es decir, se hace la suposicion que la superficie no
depende del angulo 6 por lo que las intersecciones con los planos paralelos a plano

hidrostético son circulo de radio proporcional a'K. ’

: —_—
[
k
i
.l-.
rx .-Il K
/ 4 \
g v .
I _."r
7 B
ll.- i .
e — : __'I_ .. "—5/{.- .\. , ;
T E N
v . :
'1-\. e Y Ilr
W W
F '
- .
l‘l.
""\.
n
",
) ' _
: o
Plane Dreavicda”

Figura 3.5: Interseccion de la superficie de fluencia con el plano desviador

" Si seutiliza en la ecuacion (3.6) m(A)=cte., la superficie de fluenciaresulta r = V2K cteo bien, r=cte, 'K.
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En otras palabras, la superficie de fluencia de Von Mises es un cilindro circular de radio
proporcional a 'K (cuyos ges es e vector (1,1,1)) (Figura (3.7)). Usualmente se la expresa

como:

N 2. 1=0 (3.7)

0, teniendo en cuenta la ecuacion (3.2) como

3.1.3. Ley deflujo Asociada

Hasta ahora se ha hecho una caracterizacion de los estados tensionales limite que dan lugar
a inicio de la fluencia (Ley de fluencia) y de la forma en que estos estados van variando a

medida que las deformaciones plésticas progresan (Ley de endurecimiento).
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Superficies de [luencia sucesivas,
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Figura 3.6: Crecimiento de la superficie segin € modelo de endurecimiento isotropo
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Figura 3.7: Superficie de fluenciade Von Mises

Estos valores van variando a medida que las deformaciones plasticas progresan (Ley de
endurecimiento). Ahora se pretende describir como se incrementara la deformacion pléstica

cuando alguno de dichos estados sea alcanzado, es decir, como seran las componentes del

tensor velocidad de deformacion pléstica cuando las tensiones verifiquen f?s 1¥=0,9endo
ﬂ
f lafuncion de fluencia redefinida como:
ads . o t
fe U= 24 (3.8)

tJ o
tkm &Y 2 t
8\/ J2 7]
Para esto se hacen las siguientes hipotesis:

1. Elflujo pléstico en metales es incompresible

2. Las direcciones principales del tensor desviador de tensiones 's; y las direcciones

principales del tensor desviador de velocidad de deformacion pléstica 'e; en metales

coinciden.
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La primera condicion surge de observaciones experimentales. Si se supone que la

velocidad de deformacion ‘e; puede descomponerse en laforma

t _t. E.t.P
€ij = &) T Sij

donde 'e; ='ef y 'ef son respectivamente las contribuciones puramente eléstica y puramente

pléstica a la velocidad de deformacion total entonces la condicion de incompresibilidad del

flujo plastico se puede expresar como (ver referencia[10], [17] y [18]

t.P_t P,tP t.P_
ek~ €111 €t 33 =0

por lo que € tensor velocidad de deformaecion pléstica 'ef serd idéntico a su parte

desviadora.® La segunda hipétesis es consecuencia de la hipétesis de isotropia del material.
Las dos condiciones pueden satisfacer con suficiente generalidad s se supone que la

deformacion plasticay las tensiones se relacionan segan:

&
teP ot Gty T

F i 3.9
TR TG >

® Andlogamente e tensor de tensiones ‘s, € tensor de velocidad de deformacion teij (0 su parte plastica)

también se puede descomponerse en una parte “desviadora’ y otra “volumétrica’:

o ~lewidtd 54

Parte desviadora Parte volumetrica

Entonces, si ‘e, =0, tensor 'e;; resultaraigual asu parte desviadora.
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donde ‘4 es un factor de proporcionaidad que depende de la posicion ' y del tiempo t y

i

t
ﬂsij

es el gradiente de la funcion de fluencia (3.8) evaluando en un punto de la superficie

-0

=0.2 A esta igualdad se llama Ley de flujo

. . Hs
de fluencia, es decir, en ‘s tal que fét_K”

&

flO

asociada con la funcion de fluencia Geométricamente significa que el tensor velocidad

de deformacion pléstica plastica ‘e debe ser perpendicular a la superficie de fluencia™ Las

razones por las cuales las hipotesis mencionadas al principio surgen necesariamente de la

° El factor 'K se introduce en la ecuacion (3.9) para que € pardmetro A tenga unidades de velocidad de

deformacion (tk% es adimensional).
ij

Laley de flujo se puede formular en forma més general como ‘ef =l ?K ﬁﬂf—g
i @
donde Paé%gw una funcion isétropa adimensional llamada Potencia Plastico. Si se elige como potencial
[

plastico P ala misma funcién de fluencia f, entonces se obtiene laigualdad (3.9) y se dice que se ha adoptado
una ley de flujo asociada con €l criterio de fluencia o0 més brevemente que la ley de flujo en Asociada. Se

puede demostrar [10]) que de todos los estados tensionales ‘sij gue se pueden establecer dentro del sdlido

cuando se produce la deformacion pléastica ‘e

ij » € estado que verificalaigualdad (3.9) esdecir, laley deflujo

asociada, es aquel para d cual la potencia necesaria para producir dicha deformacion pléstica dada por

‘WP='s ;'ef (Ilamada también Disipacion Plastica por su naturaleza irreversible) es maxima. Se dice
entonces que laley de flujo asociada es aquella para @ cual se maximiza la disipacion pléstica.

! De |a misma manera que cada estado tensiona 's; j puede ser representado por un vector de componentes
('s1, 's2 's3) del espacio 3-dimensional, cada tensor de velocidad de deformacion pléstica ‘e puede ser

representado por @ vector de componentes (‘ef,'e; ,'ef) del mismo espacio. Cuando se dice que €l tensor

teiJPtiene direccion perpendicular a la superficie de fluencia, 10 que se quiere expresar es que € vector

representativo de este tensor, es degir, e vector (‘ef,'ef 'el), tiene dicha direccion.
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misma son las siguientes. como la funcién de fluencia no depende de la presion

hidrostética, es decir, depende exclusivamente de las tensiones desviadoras 's;, entonces

t
resulta :ﬂf = 't”f .ﬂtsk'.Luego, oMo ‘'sy='s - i('sy+'s p+'s y)dij,las  derivadas
sy sy Tsy
t t t t
s Ts Ts Ts
tk' cumpliran i K, i K, i K = 0por lo que
Tsjj Tsqyy sy Tsgs
toPteP tP oty C I 0 9 2y 9 ET TS Teg S
11" =22 =33~ g‘ﬂts .”tS .”tS = .”tS g.”ts .”tS 'Hts ==
e" 711 22 33 g kle" 11 22 330

Esto demuestra por que (3.9) implica la condicion de incompresibilidad. Para ver por que

esta ecuacion implica la condicion de igualdad entre las direcciones principales de 'sjj y

‘ef” se desarrollan las derivadas ﬂ:”f
Sij
; & s t 5 a8 te, W
e TN oy 2 EH IS Y
é cs - 24.. 7. . s
G I 118 g % e eV 20 Y 2y (3.10)
f. oMb - T 5 a .
'ﬂsIJZMAIZJZ 8Mg t339 G
: ¢ 0, @
S P u
a 29 y
e u
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donde M’es la derivada de la funcién M respecto a su argumento y evaluada en {3 .Como

V'3,

:”f 's; cuyos coeficientes son funciones

ij

invariantes de 's;, es decir:

aIf

t
'”Sij

tk

—Pd +Q Sij +Rls |k kj

con P, Q y R, funciones de los invariantes 'J, y*—=, entonces, n; es una direccion

F
principa de 's;j, es decir 'sjn= 's;n (Sendo 's alguna de las tensiones principaes 's;, 's; 0''sg),

entonces también lo sera de 'K :”—f 12

g Esto demuestra entonces que las direcciones de ‘e’
Sj

y 'sjj serén coincidentes si amos tensores se relacionan a través de laley de flujo (3.9).

Es importante aclarar que la igualdad (3.9) no determina completamente a la velocidad de

deformacion pléstica ‘ef (cuando las tensiones 'sjj son conocidas), sino que solo establece
condiciones sobre su “direccion”, es decir, solo permite conocer las relaciones

el len 'eh ‘e efc. entre SUS COMpoONentes.

€»p €3 € €3

12 Ladireccion n; estambién direccion principal de ' kT porque

1]

tk -1y =(d;; +Q's; +R's's)n; = (P+Q's+R('s) )nj,tk -n; =an. esdecir,
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En la seccién anterior se dijo que € invariante {2 esta relacionado con la direccion del

o,
vector de componentes ('s;, 's;, 'ss) que representa a las tensiones desviadoras 's; (angulo 0
de la figura (3.5)).Una interpretacion analoga se puede hacer para la velocidad de

deformacion pléstica ‘el : Llamando 'df'y df a los invariantes principales de este tensor,

es decir,

1
ta) = 2t I'ftelf (3.12)

P_lt Pt Pt P
d3 ——eIk ekJ €j

se puede demostrar (ver referencia [7] y [18] que € invariante 199 esta relacionado con

direccion del vector de componentes (‘e,.'e,,'e;) que representa a la velocidad de
deformacion ‘ef. Como la ley de flujo establece que la direccion del tensor ‘ef es la

direccion normal a la superficie de fluencia, y como segun la ecuacion (3.5) los puntos de la

superficie de fluencia estan determinados exclusivamente por la direccion de la desviadora

's; del tensor de tensiones (por lo que la normal a la superficie también estara determinada

exclusivamente por la direccion del tensor de tensiones desviador ) entonces la ley de flujo

J3 dm q
y

JcTz
invariantes representan respectivamente a las direcciones de ‘ef'y de 's;. Para encontrar

esta relacion se hace lo siguiente: elevando a cuadrado cada miembro de la ecuacion (3.9)
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y sumando las nueve componentes se obtiene:

(PPt 261, T -QtK 1f %K ﬂf 0
ij Sij : +
§ ﬂsljé ﬂsjkg ﬂsklz

y elevando a cubo cada miembro y sumando se obtiene :

titelft P t|3<;tK ‘Hf -GtK f %EEK i
| J jI
£ TsiE Tsig

por lo que, teniendo en cuenta las (3.11) resulta:

py b T G
tdzP:tI %gtK tﬂf —gtK it =
¢ Ts -Q s
e 'Jﬂ

E % T
FtaP <t glete— gt T gt T (3.12)
g ‘nslk% ﬂskj—(; ﬂs

8 o

aplicando la notacion

t,P
m=£y utilizando la expresion (3.10) del gradiente de la funcion de

fluencia para desarrollar los miembros derechos de la ecuacion anterior, se puede demostrar

13 que lasigualdades (7?) y (3.12) adquieren la siguiente forma:

13 |_as ecuaciones (3.13) se pueden deducir utilizando las identidades:
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é 4 6 U
ftgPoty 11 SH‘E?VI M9 Gm ™y
2 2M(m) : 8M(m)5 i E

1t 1 )t i i U
3(K‘ﬂ‘sika‘ﬂskJXK‘ﬂ “) Traza{[Kﬂ J]Sg

donde € corchete & K '"f urepreﬁenta a la matriz con los componente del tensor 'K -—— . Como

8 'JH TISIJ

1fig 1 e p
Z(K‘ns XK ) TrazaﬂK‘ﬂ‘sij] %

Tf

resultaran ser polinomios de

gtK i Eeﬁ un polinomio de grado 2 en ISJJ entonces l K '"f J lK
S ik

grado 4y 6 en [t&‘,jJ respectivamente por lo que los miembros derechos de estas igual dades resultarén ser
e U5} we {1, P} eaa {' [ {1 ram {'s
sumas de los invariantes Traza S; , Traza S; , Traza S  Traza S , Traza S| Y Traza

{[ts,j ]6}. La deduccion de las ecuaciones se compl eta utilizando las igual dades:

Traza{[ts,jj}zo

Traza|'s, [ =23,

Traza|'s; [ =3 J,

Traza|'s; [ [= 2(3,)?
Traza)'s; °1=5'3,'7,
Trazal['s, [[=2( 3,)° +3(3,)’
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‘/73) serén entonces (dividiendo

H {5

las ecuaciones anteriores):

v=m (3.14)

Resumiendo, la ley de flujo (3.9) determina que el tensor velocidad de deformacion plastica

‘e tiene direccion normal a la superficie de fluencia; como esta ltima direccion depende
de la “direccion”’ del tensor desviador de tensiones tsj,entoncas la ley de flujo implica
cierta relacion entre las “direcciones’ de los tensores ‘e, 'y 'e;.Esta relacion expresa en

términos de los invariantes v y m(que estén relacionados con dichas direcciones) en forma

dada por la ecuacién (3.14), o en forma mas compacta, como:

v=f (m

O bien:

(3.15)

%\%

Q-+l -0

9
=

donde f () eslafuncion dad a por € miembro derecho de laigualdad (3.14), es decir:

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

114

Q|
3n
<
3
-l
3&
| ood
<
3
Q|
3@
[ an anY ey e

(3.16)

Eliminacion del parametro 'l

Utilizando las ecuaciones (3.13) y (3.15) se puede expresar a factor de proporcionalidad i

t~ P
gue aparece en la ley de flujo(3.9) como funcion invariante exclusiva de ™ij . asumiendo

guelafuncion f (m) esinvertible por lo quela(3.15) implica que

ti O tgP o
Ig = % -
GV 3T=¢-150 3 (3.17)

y despejando & parametro | delaecuacion (3.13) resulta:

N2 (3.18)
A (f - 1(u))6°

Ut 52
1(U)a §f Lu)4

]

KIDN'D)K'D)FD‘BFD @ D
+
[loNaY ey el e C~ c
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3 d3p

oyt “l{u)eslainversadelafuncionf .
d2

Donden =

Ley deflujo asociada con la fluencia de Von Mises

Cuando se utiliza la ley de fluencia de Von Mises (3.7) en la que se asume M = cte (por lo

gque M'=0), laigualdad (3.10) sereduce a:

ts.
tK tﬂf :l SIJ
fisij 24,
por lo que laley de flujo resulta:
ts.
ij= ' 2 [t (3.19)

y lasigualdades se reducen a(3.13) sereducen a

g = 14
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3/tAP t 3ty
df - 1 3t
J2
por lo que
t t
3 d3p — 3 J3
t t 3.20
d2p 32 ( )
(esdecir f (M) =) y el pardmetro 'l resulta:
typ
1 =20 (3.21)

Combinado las ecuaciones (3.19) y (3.21) se obtiene:

tap t

© ] =— Sij
\/tdzp \/tJZ

0 bien, utilizando la ley de fluencia (3.7)

3.1.4. Tension equivalente y Deformacion plastica equivalente
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La condicién de fluencia (3.5) define a todos los estados de tension que dan lugar a
comienzo de las deformaciones plasticas. En particular, el estado tensional que se produce
en un ensayo de atraccion uniaxial cuando la tension en la direccion axial iguala a la
tension de fluencia del material 'sU deberé estar determinado también por dicha condicion.
Los valores que alcanzan las tensiones principales en el ensayo de traccion cuando se inicia
lafluenciason 's'= 'sU,'s, =0y 's3 = 0. Reemplazando estos valores en la condicion de

fluencia (3.5) se obtiene:

SU__ _q-9
& 229
\/§M§\/§§]/27g
o bien:

KLY (@3/227)
(es decir, 'K y 'sU son proporcionales)™ y combinando la igualdad anterior con la ley de

fluencia (3.5) se obtiene ; *°

14 Estas relaciones se pueden deducir teniendo en cuenta que cuando la tensiones principales son (‘s y.'s; 's3)

=('sU, 0, 0) las tensiones desviadoras valen:

'ss='sU- 1 'sU= 2 'sU

sy =-1tuy

Wl
Wl

tSZ: 0_
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[t
2 0 J
J3 Mg/é %/227;2: 's, (3.22)
i} t33
Mi
t
J
2

A la magnitud definida por € miembro izquierdo de esta ecuacion se le llama tension
equivalente (y se simboliza como 's). Es una funcién escalar que depende exclusivamente

delastensiones y que puede ser comparada con latension de fluencia .

Cuando se enuncio la ley de fluencia (3.5) se dijo que & pardmetro 'K que define e
“tamafio” de la superficie de fluencia depende de la cantidad de deformacion plastica que
se acumula en material. Para poder determinar la evolucion del pardmetro 'K (y de la
superficie de fluencia) es necesario entonces cuantificar primero dicha cantidad de

deformacion pléstica que se acumula. Para ello se utiliza la denominada deformacion

plastica equivalente '€”. Esta magnitud es una cantidad escalar que depende exclusivamente

entonces losinvariantes /'J, y 3 tJ3 que aparecen en laley de fluencia (3.5) resultan:

3. = s = gy
3= lsrses)= 13

15 Recordar que lafuncién Mmes una funcién adimensional por lo queM (+/3 3/-2 ) esun numero.
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t AP
de las velocidades de deformacion pléstica eij (de la misma forma que la tension

equivalente's depende exclusivamente de las tensiones's;; ) y se define de acuerdo a:

’ t
tWw P _'sj tei;’:tstei;’ (3.23)

donde 'WP es d trabgo por una unidad de tiempo y por unidad € volumen que es
necesario redlizar para producir un incremento deformacion pléasticay 's es la tension

equivalente definida por € miembro izquierdo de la ecuacion (3.22), es decir,

's = ./3m ?@@ g 11, (3.24)

e a0

&2 5
La igualdad (3.23) define a la derivada respecto a tiempo de la deformacion plastica
equivalente tep denominada velocidad de deformacion pléstica equivalente 'eP La

deformacion equivalente se obtiene a partir de la velocidad equivalente por integracion
sobre €l intervalo de tiempo durante €l cua se desarrolla la fluencia de esta velocidad, es

decir:

t
teP_ gt ePat (3.25)
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Para obtener la expresion explicita de la deformacidon pléstica equivalente como la
deformacion eij" (exclusivamente) se hace lo siguiente: teniendo en cuenta la ley de flujo

(3.9), d trabajo por unidad de tiempo ‘W P se puede expresar como:

t
'WP = tS i eiP:tsij t| tK i
J ﬂts I]
Como la fusion de fluencia (3.5) s fuera una funcién homogénea de grado cero para las

varigbles 's ;; , 'K , *® entonces, por el teorema de Euler para las funciones homogéneas */

se obtiene:

A/ P
Por lo que W sera

16 Recordar |as hipétesis que definen al endurecimiento isétropo

Y Egtoess f (tS i k)eﬁ una funcién homogénea de grado n (es decir f (a 's; A tk)) = f (tS i k)

T +tk‘"'"7fk = nf (ts i ,tk). En particular, si n escero, resulta 's ; +tk‘"'"%k =0.

t
entonces 'S ;; o~ s,
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Combinando esta ecuacion con la (3.23) sellegaa

O bien utilizando la ecuacion (3.24) que define alatension equivalente 's:

[t [t
s =/aM (V3 \32)32: teP=Y N2
27 %7“\]
VIAES

) M (ﬁ)

Teniendo en cuenta finAmente que tanto | como 3@ pueden ser expresados como

funciones que dependen exclusivamente de teij" (ecuaciones(3.17) y (3.18) de la seccidn

anterior) entonces la expresion explicita para te P buscada sera:
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Ma‘f -y [tgP
te i = 2 , v N2 o (3.26)

g 6 g ' 80 %A- 2 EE
VaMERIZY &t -tue oy | i

€ 275 |9+5 & g 4 4

¢ ‘MF -Luos a8 Y

TR e

e b

donden = F y f () eslainversadelafuncionf (m) (definidaen la(3.16)).

Tension equivalente y deformacion equivalente asociada

con laley defluenciadeVon Mises

Utilizando la ley de fluencia de Von Mises, paralacua M(m) =1 porloquem (M =0y f
(M = mpor lo que f-1(n), la tensidon equivalente definida por la ecuacion (3.24) toma la

forma

y lavelocidad de deformacion pléstica equivalente definida por la ecuacion (3.26) se reduce

a

P2 Jt4p
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3.1.5. Relaciones Tension - Deformacion completas para

la plasticidad.

Como se dijo antes, la ley de flujo (3.9) no determina completamente a la velocidad de

Ly - t~ P . . . p
formacion pléstica eij conocidas las tensiones 's ijj sino que especifica solamente a sus

direcciones principales (tnl,tnz,tng,) (que son iguales las direcciones principales de ts,j )

y d variante % (que es funciéon dd invariante U de ts,j). Entonces, para conocer

',
t . . .
completamente a eij", lo Unico que falta es conocer €l valor de alguno de los invariantes

‘d, o 'd, 18 Para encontrar una relacién que permita conocer a alguno de estos invariantes

(conocidas las Tensiones) se observa que debido a la condicion de fluencia, la funcion de
fluencia f debe permanecer igual a 0 en todo instante durante el cual tenga lugar la fluencia,

entonces:

t P
'8 Recordar que para especificar completamente una tensor eij , €S necesario conocer sus direcciones

principal%(tnl,tnz,tn3)ysuscomponenteﬁprincipal%(telp,tezp,te:f, ). Como estas son las ultimas

3
son las soluciones de la ecuacion caracteristica (tep) -tdp - ( teP)y. ‘d,, = 0 entonces bastara conocer

ademas de las direcciones principales solo a los invariantes principal es td2 y td3. En este caso se conocen

las direcciones (', 'n,, 'ng) y € cociente T ; solo falta conocer alguno delosinvariantes 'd, o 'd,.
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f
| = tﬂ tSij+£tK:O
T'sj T'K
t 1 J13,
O bien, teniendo en cuentaque " K =- — = -1
! T'K te Mt 332
/5
i t

t

K - K =0
T's i

(3.27)
Como el pardmetro de endurecimiento 'k es funcion de la cantidad de deformacion pléstica
que se acumula en €l material y se mide con la deformacion pléstica equivalente  definida

en la seccién anterior (ecuaciones(3.25) y (3.26)), es decir

tk =k (‘eP)

Entonces, la derivada 'k sera:

'K =K '(teP)teP
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O bien, utilizando la (3.26),

) M@ L)y tdd

3 g 2 - Y
FMEYF & a1 (G €10
ME-1v))g  (-1w)?d

A~

tk =k (teP)

(3.28)

: CD)@)

c

donde K ('eP)es derivada de la funcion K (‘eP) que, como se dijo en la seccion

anterior, es proporciona a la tension de fluencia del ensayo de traccion sU (te PY (que es

una funcién conocida). Sustituyendo la (3.28) en la (3.27) y teniendo en cuenta que por la

. -1 _ . _ . . _ ﬂ — Jdf
ley de flujo, s “*(u)= mo bien, n = f(m (siendo como siempre m= = la

funcién dada por la (3.16)) se obtiene la relacion buscada que permite conocer la invariante

~
%HgM'(u)oz G- ™)y
3 1/€ EM(u) ¢ 4 U
Jtdpz‘/éM(‘/é%/; g = 0o I gt (3.29)
2 2 M(m)K‘(teP) ﬂtsij ]

Resumiendo, conocidas las tensiones 's ; y la velocidad de cambio de las tensiones 's |, la

ij 1
velocidad deformacion plastica tei'oj gueda completamente determinada: sus direcciones

principales son iguales a las direcciones principales del tensor de tensiones desviador ts,j

(ley de flujo), y sus componentes principales son funciones escalares de los invariantes

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

126

principales 'd}” y 'd que estén determinados seguin las ecuaciones (3.14)( que se deriva

del aley defluenciay laley de endurecimiento).

Combinando laley de flujo (3.9) y las ecuaciones (3.18) y (3.29) se obtiene:

-0

o>O0 vO&;

t.P_ ‘/éM(\/—%/i‘?t if

E.. =

L M(m)K(‘eP)g ‘ITtoij

7 qts o\ (3.30)

Moy

tk

& .-

que es otra forma de expresar las relaciones entre ‘e, Y ‘s, Y 's, mencionadas.

Particularizacion para € caso de la ley de fluencia de

Von Mises.

Utilizando la ley de fluencia de Von Mises (donde M (m) = 1y M* (n) = 0) las ecuaciones

(3.29) y (3.30) se reducen respectivamente a

J3 1 's,

d) - 2 Kl(tep) ti, 's; (3.31)

ta t
te p \/é Si] SKI SKI

ij :Kl(tep)\/tjz \/tjz kI‘ Klitep; F kI (3.32)
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Las ecuaciones congtitutivas para la plasticidad para materiales isotropos que experimentan
endurecimiento isétropo estan dadas entonces por las ecuaciones (3.30), que se pueden
expresar a su vez en forma invariante mediante las ecuaciones (3.14) y (3.29). Si en
particular se adopta la ley de fluencia de Von Mises (3.7) estas ecuaciones se reducen
respectivamente a las (3.32), (3.20) y (3.31). Para formularlas fue necesario especificar en
primer lugar cuales son los estados tensionales a partir de los cuales comienzan a
manifestarse las deformaciones indédsticas (dichos estados son los que verifican la ley de
fluencia (3.1) que para materiales isdtropos y cuya fluencia es independiente de la presion
hidrostética, se reduce a (3.3)), en segundo lugar decir como van variando dichos estados
tensionales a medida que las deformaciones plasticas se acumulan (esta variacion esta dada
por la ley de endurecimiento isbtropo como consecuencia de la funcién de fluencia se
reduce a la forma (3.5)) y en tercer lugar describir como se incrementa la deformacion
plastica cuando algunos de estos estados es alcanzando (ley de flujo (3.9)) y como se
cuantifica la deformacién pléastica que se va acumulando dentro del material a medida que
la deformaciones pléasticas progresan (esto se hace a través de la deformacion plastica

equivalente obtenida como integracion de la velocidad de deformacidn equivalente (3.26)).

3.2. Viscoplasticidad.

La relacion tension-deformacion para la plasticidad descripta en las secciones anteriores se

puede escribir en forma compacta (ver ecuacion (3.30)) como:
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i =Yk S

siendo Ci funciones de las tensiones 's;. Esta relacion se caracteriza por ser

independiente del tiempo, es decir, prevee que existirdn incrementos de deformacion
plasticas en la medida que se imponga simultaneamente incrementos de tensién o bien, que
la deformacion plasticas que se produce como respuesta a un incremento de tension
instantanea. Sin embargo, se observa experimentalmente que la fluencia de un meta s
depende del tiempo. Por gemplo, s se redliza un ensayo de atraccion unaxia a diferentes
velocidades de deformacion (es decir con procesos de carga de diferentes duraciones de
tiempo), se observa que (ver figura (3.8) € limite de fluencia 's" para procesos de cargas
dinamicos (es decir , velocidades de deformacion atas) es mayor que € correspondiente a
un ensayo estético (es decir, aguel que se desarrolla a velocidades de deformacion muy
bajas , cas nulas) y que & endurecimiento por de deformacion (pendiente de la curva s -
€)se reduce a medida que la velocidad de deformacion aumenta (ver referencia[14] ).

Es decir la tension de fluencia 's” depende no solo de la cantidad de deformacion pléstica
acumulada en el material e P, sino también de la velocidad de deformacion plastica te P:
's S, (leP tgp
u=>u(e", e

Para tener en cuenta esta dependencia de la tensidén de fluencia de la velocidad de

deformacion (y por lo tanto del tiempo) se utiliza € modelo visco plastico. Una forma
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particular de este modelo es la propuesta por perzyna (ver referencia [25]) segun la cua se
supone gue la velocidad con que aumentara la deformacion pléastica teP: cuando se aplique

un determinado nivel de tensién 's depende de la diferencia's - sy (te P) entre la tensién
gue esta haciendo efectivamente aplicada para que e materia fluya a velocidades de

deformacion pequefias (casi nulas )), de manera que la velocidad de deformacion pléstica

teP crece a medida gue aumenta esta diferencias , (y cuando esta diferencia es negativa, la

velocidad de deformacion plastica debe ser nula porque en dicho caso no hay fluencia).

a
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Figura 3.8: Ensayo de traccidn para distintas velocidades de deformacion.

Mateméticamente esto se expresa como:

)

s 's <s,('e")
t

i
p_|I t
€ ‘i > ———-1 s 's3s,('e")
|

sy('e)

donde n es una constante que depende del materia y f es una funcién adimensional
creciente que depende también del materid que se elige para que € modelo pueda

reproducir datos experimentales (por gemplo se pueden elegir funciones de tipo
exponencial f (f) = exp.(u f)-1, polinémica f (f) = S\'}'zlblf1 (NT N) o potencial f (f) =

 (d 1 Q) donde las constantes a, by y d se determinan experimentamente).

Generalmente se escribe a esta expresion en forma mas compacta como :

t
p f(Suéétepo 1 (3.33)

a

t . - - = 7 - Ve = 7
donde 5 f y-les la diferencia relativa entre la tensién instanténea 's y la tensién de
S e

fluencia “estética’ sy (‘EP) (la correspondiente a las velocidades de deformacion pequefias),

y donde el simbolo <f (} )>se define segun:

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

131

(3.4)

Despejando ‘s de la ecuacion (3.33) (teniendo en cuenta para €lo que la funcion f (1) es

una funcion creciente y por lo tanto inversible), se obtiene:

s = s (tep)gi"'f ?TEB (3.35)

Esta ecuacion define a la relacion tension- deformacion dinamica resulta del modelo de
viscoplasticidad Perzyna. Se observa que la tension 's que es necesario aplicar para que €l
material fluya plésticamente a velocidades “grandes’ ((‘E° > 0) (o tension de fluencia
dinamica ) resulta proporcional a la tension que deberia aplicarse para que se produzca
fluencia plastica a velocidades “peguefias “(0 tension de fluencia estatica), con un
coeficiente de proporcionaidad gque es funcion exclusiva de la velocidad de deformacion
'EP . Se puede interpretar entonces que e modelo de Perzyna propone describir el

comportamiento dinamico del material a partir de su respuesta estética.
La incorporaciéon de la variable tiempo (o velocidad de deformacién ) en € modelo

congtitutivo del material (variable no tenida en cuenta ni en € modelo eléstico ni e de

plasticidad inviscida presentado en la seccion anterior ) tiene la siguiente consecuencia: s
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se conddera a las de deformaciones elasticas despreciables frente a las inelasticas, (y
teniendo en cuenta que la deformacion total esta compuesta por una parte elasticay por una
parte inelastica, es decir 'E = 'EF + 'EP)entonces resulta un material caracterizado por unaley

constitutiva del tipo

e=1('s)
es decir un material que se comporta practicamente como un fluido, en € sentido que es

incapaz de resistir tension sin moverse.

3.2.1. Relacién constitutiva para la viscoplasticidad

Para generalizar este modelo a caso tridimensional, es decir, al caso en que se someta al
cuerpo en un estado multiaxial de tensiones y este experimente deformaciones plasticas

arbitrarias se propone lo siguiente (ver referencia[25] y [29]):

Se define una funcion de influencia estética F (es decir, una funcion de fluencia

gue sefidara a comienzo de la fluencia para velocidades de deformacién muy

bajas), que depende de las tensiones 's ;. , y de una familia de parametros 'k, ,

ij?

tal que cuando F('s ;, 'k, ) < 0, las deformaciones serén parametros elésticas (es

ij?
decir 'El = 0) Y comenzaran las deformaciones viscoplasticas cuando

F('s;.'k,) =0.
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Se propone la siguiente relacion constitutiva para describir el comportamiento
plastico dependiente del tiempo en términos de la viscoplasticidad:

t
e =n (f (F))-T- (3.36)

t
's;

donde F es la funcién de fluencia estética, y a igual que en € caso unidimensional,

n es una constante que depende del material, f es una <f (F)) se define por la

ecuacion (3.34).

La primera condicién establece para que estados de tensiones comienza la fluencia para

velocidades de deformacion muy bajas (casi nulas). Laigualdad F('s 'k, ) = O define ala

ij 1
superficie de fluencia estética en € espacio de las tensiones. Si, como en € caso de la
plasticidad, se asume 1) que € material es isotropo y 2 ) que la fluencia no depende de la

presion hidrostatica, la condicion de fluencia estética se expresara como:
F(%,'%, Ko ,)=0
(con F funcion par de tj3), y s ademas se utiliza € modelo de endurecimiento is6topo (ver

seccion 3.1.4.), entonces la funcion de fluencia estatica esta dada por
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aés 6 U, 1
N t 6@/7_ 3.37
tK g ngmﬂ (3.37)

. ., t . .
(sendo M, una funcién par de su argumento i para que € comienzo de la fluencia sea

5

el mismo paratraccion y para comprension) y la superficie de fluencia estética seré:

/% 1.9
tKM?\EO

La segunda hipétesis es una ley andloga a la ley de flujo asociada formulada para la

plasticidad.”® Esta condicién establece lo siguiente: como la superficie de fluencia estética,

esta dada por la igualdad F = 0 y como un estado de tensiones 's ; dque cumple

19 Al igual que en d caso de la ley de flujo asociada para la plasticidad, la relacion constitutiva para la

viscoplasticidad se puede formular con mayor generalidad en laforma

_ fip
tEipj_h<f(F)>ﬂts

ij

donde la funcién P(tS tka ) es denominado potencial viscoplastico. Cuando se adopta como potencial

ij
viscoplastico a la funcién de fluencia F, 1a ley constitutiva adquiere laforma (3.36). se dice entonces que se
trata de unaley asociada con la condicién de fluenciay se puede demostrar que dicha ley asociada es aquella

paralacua se maximizaladisipacion.
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F('s i ,'k,) >0 esta representado por un punto en € espacio de las tensiones que se
encuentran afuera de la superficie de fluencia F = 0, (y la funcion F toma valore a medida
gue este punto se alga de la superficie) entonces la relacion (3.36) prevee que para
determinadas tensiones, la velocidad de deformacion plastica dependerd de la “distancia”’
entre dicha tensiones y la superficie de fluencia estatica F = 0. Esto es andlogo a caso
unidimensional en e que la deformacion pléstica es funcion de la diferencia entre las
tensiones instanténea 's y las tensiones de fluencia de fluencia del ensayo de traccion

estético 'sy,

Si se utilizala funcion de fluencia (3.37) larelacion constitutiva (3.36) queda:

(3.39)

qf
T's

con 'K dada por la ecuaciéon (3.10). Elevando al cuadrado cada miembro de la

ij

ecuacion anterior y sumando todas las componentes se obtiene (ver ecuacion 3.13):

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

136

i

(con tK )einvirtiendo esta Ultima ecuacion se obtiene:

t
's

o e ¢ %
- ¢ ¢/t -+

e = K G e 2M (m) st (3.39)
M%Q ¢ ¢ h é an 62 gi ool =+
§ 9 5 &+ M(m)+ 2 ey
° g & g ¢ e gl

Esta ecuacion representa a ala superficie de fluencia dinamica. La figura (3.9) muestras las

intersecciones de dichas superficies con el plano desviador. Recordando que los invariantes

NANPEY érszje’?estén relacionados con € radio vector r y € angulo q de cada punto P de
J2

2
estas curvas y llamando K (tdzp) a miembro derecho de la igualdad (3.39), esta igualdad

se puede interpretar como

tl"i-ll[m':r]'r'.}i-i: de Mieagia inamica

r

Superficic do (locneia Eslatica ;
B

T

WU NS/

; T
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Figura 3.9. Superficie de fluencia estaticay dindmica

O bien,

r=K (‘df)m)
se puede observar que la superficies de fluencias dinamicas son  todas geométricamente

semejantes a la superficie estatica'y que crecen a mayor velocidad de deformacion plastica.

La ecuacion (3.38), expresa también que €l tensor velocidad de deformacion (considerando
como vector en € espacio tridimensional de las tensiones) es norma a la superficie de
fluencia dindmica (ver figura 3.9)). Como existe una analogia formal entre la ley
congtitutiva (3.38) y la ley de flujo para la plasticidad (3.9), las definiciones de tension
equivalente y deformacion equivalentes dadas en la seccion anterior(ecuaciones 3.24) y
(3.26) respectivamente), siguen siendo valida. En términos de estas medidas de latensiéon y
de la deformacién acumulada, la ecuacion (3.39) se expresa como :

- P A0
s='s, @+t EES

20
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Dondeh* = — " gue es la tension de deformacion dindmica que se obtiene con
amM&E[3(2 9
gz
el ensayo de traccién uniaxial (tsU es la tensién de fluencia estética de este ensayo®), por
lo que la tension equivalente ts y la deformacidon pléstica equivalente te'opodré\n ser
utilizadas para comprar un estado triaxial arbitrario de tensién ts ijtsij y deformacion teP

1)

con el estado uniaxial que se produce en e ensayo de traccion.

3.2.2. Relacion congtitutiva para la viscoplasticidad asociada ~ con la ley de fluencia

deVon Mises

Utilizando la funcién de fluenciade Von Mises::

'3, V3y'3,
R

1 sy

La relacién congtitutiva para la viscoplasticidad (3.38) y la ecuacion que define a la

superficie de fluencia dinamica (3.39) se reduce a

% Recordar que € pardmetro de endurecimiento 'K y la tension de fluencia del ensayo traccion uniaxial

's U son proporcionales, 'K =

— 1 __'su
NEY g?/s%g '
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t
Sij

\/E (3.40)

N =

el (Bl g

P oo
V313, = tsU §1+ 8 gaT,é, (3.4)

Al igua que en la plasticidad inviscida asociada a la ley de fluencia de Von Mises, en la
que la superficie de fluencia es un cilindro de radio r = +/2 'K = % 'K (de ge(1,1,1)

(ver figura (3.7)), en la viscoplasticidad asociada a la ley de fluencia dinamicas son
cilindros de radios dependientes de la velocidad de deformacion (ver referencia[25]).
Si se compara la ecuacion (3.40) con la relacion constitutiva que define a un fluido viscoso

(fluido newtoniano)

Donde mes laviscosidad, se observa que € modelo de viscoplasticidad asociada a laley de
fluencia de Von Mises prevee la misma relacion entre la velocidad de deformacion tota y

latensién en un fluido newtoniano de viscosidad no constante y dada por :

273 40
g

2m 2 tjz
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Para poner en evidencia esta analogia, la relacion constitutiva viscoplastica asociada con la

ley de fluencia de Von Mises (ecuacion (3.40)) se escribe como

1t
t 4
e” = 2m S”
1 h<f toq 1E

o0 bien, utilizando la ecuacién (3.41) para escribir a a viscosidad como funcién exclusiva de

ta —
la velocidad de deformacion, como : ﬁj - theijp

2m= (343

A diferencia de la plagticidad inviscida presentada en la seccion anterior, el modelo

viscoplastico incorpora entones la influencia de la duracién del proceso de deformacién (de
la velocidad de deformacion) en el comportamiento del material, como consecuencias d
esta caracteristica resulta un material, que s no fuera por la existencia de deformaciones

glésticas que se superponen las inglésticas, se comportaria practicamente como un fluido,
en el sentido que la velocidad de deformacion ‘e; resultaria ser funcién exclusiva de las
tensiones 's ; (y no de la velocidad con la que aumentan las tensiones 's ; COMo ocurre en

la plasticidad inviscida) y por lo tanto € material no resistiria tensiones sin moverse. En
particular s se adopta el modelo viscoplastico de Perzyna asociada a la ley de fluencia de

Von Mises (ecuaciones (3.42) y (3.43)) resulta un materiad que se comportaria (s las
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deformaciones elasticas fueran despreciables) como un fluido viscoso incompresible de
viscosidad no constante (no newtoniano) y como tal su movimiento podra ser estudiado
utilizando e enfoque euleriano. Como se dijo en la introduccion, esto representa una
ventaja numérica muy importante ya que € dominio donde hay que hallar las incégnitas (en

este caso, las velocidades u ;) estara fijo en €l espacio en todo instante y no debera ser

actualizado para determinar las sucesivas configuraciones que va adoptando €l material a
medida que las deformaciones plasticas progresan. Esta ventgja es la que hace atractiva la
utilizacion de modelos viscoplasticos para la descripcion del comportamiento inelastico de
metales ductiles. En la referencia [25] se pueden encontrar diversas corporaciones de datos
experimentales obtenidos para algunos aceros con las predicciones de este modelo con

funcionesf (| ) detipo exponencial, potencial y lineal.
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4. FORMULACION DE FLUJO

HASTA AHORA se han planteado las ecuaciones que describen e movimiento de un
cuerpo incomprensible y las relaciones congtitutivas que caracterizan a un metal que
experimenta deformaciones plasticas. En este capitulo se presentan agunas
simplificaciones a estas ecuaciones que se hacen para estudiar e movimiento de metales en
las que se producen deformaciones plasticas muy grandes. Como resultado de estas
smplificaciones se obtendra un sistema de ecuaciones idénticos a que describe €l
movimiento de un fluido no newtaniano (ecuaciones de Stokes). Esta analogia permitira
estudiar la fluencia del sdlido utilizando las herramientas con las que se andliza € flujo de
fluidos, es decir adoptar € enfoque euleriano para la descripcion del movimiento (cuyas
ecuaciones fueron presentadas en e primer capitulo) y elegir el campo de velocidades (en
lugar del campo de desplazamientos que es € lugar que se utiliza en los problemas de
solidos) como incognita primaria a determinar. Como se dijo en la introduccion, debido a
dicha analogia, esta metodologia de andlisis recibe el nombre de formulacion de flujo (ver

referencias [28] 0 [29]).

4.1. ECUACION DEL MOVIMIENTO

La ecuacion del movimiento establece que

'S, Tu Tu ;
. th:tp( ot Jtui)

Tc; + qt fc i
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o hien, utilizando la descomposicidn del tensor de tensiones en su parte desviadora ts,j y su

parte volumétrica ' ps

'[
s Pt flu; ﬂU
ﬂcij + b p( . ul )

I
donde b; son las fuerzas por unidad de volumen que actlia instantaneamente sobre cada

particula

En este trabajo se supone que € flujo del metal es un flujo cuyo nimero de Reynolds es

‘ﬂth

muy bao(flujo de Stokes). Es decir se supone que € término p( ) que
representa las fuerzas de inercia que actlia sobre la particula del medio que esta ocupando la
posicion ¢, (la fuerza con la que la particula se resiste a cambio de su velocidad) es

despreciable frente a las fuerzas que gercen todas las particulas vecinas dadas por €

término “ %' Laecuacion del movimiento que se considerara entonces es

s, fT'p t
ﬂCiJ + fc;y + bJ =0

4.2. RELACION CONSTITUTIVA.

2 El nimero de Reynolds mide la importancia relativa de las fuerzas de inercia frente a las fuerzas de la
naturaleza viscosas. Por o tanto las fuerzas de inercia serdn despreciables frente a las viscosa cuando el

nlmero de Reynolds es muy chico.
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El capitulo anterior que las deformaciones que se producen en un metal se pueden

descomponer en dos partes. la parte recuperable o elastica y una componente permanente

tAE

e:

pléstica. Llamandolas i

y teijp respectivamente, se puede escribir entonces (ver
referencias [10], [17] y [18]):

t tAE

eij = e” + tei}o (4.1
donde e; es la velocidad de deformacion total que (como se vio en €l primer capitulo) se

relaciona con las velocidades u; segun

t t
t 2 [Ty, Ty
eij =2 ('ﬂci + 'ﬂCj)
La componente eléstica e debe satisfacer la relaciones tension de deformacion de la

teoria de elasticidad, es decir,

el ="g S gSkkSi = (4.2)

donde E es el modulo de Young, n e modulo de Poissony 's; = 's; + i's,s . La

componente ineléstica teijp esta caracterizada por algunas de las relaciones constitutivas
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discutidas en e capitulo anterior (ver ecuaciones (3.30) 0 (3.38) ).

En este trabajo se utiliza € modelo Viscoplastico de Perzyna asociada a la funcion de
fluencia de Von Mises (ecuacion (3.40)), segin € cua , la componente inelastica de las

deformaciones debe satisfacer larelacion

p 1t
€/ = om Sj 4.3)

om = > = P 60 (4.9)
Jiz 2 lgr 0

donde h y f (}) son funciones que se eligen para reproducir datos experimentales, sU(e ")

es la tensién de fluencia estética que se obtiene en le ensayo de tracciény 'df =1 teijp

teijp . Se elige como funcion f (} ) auna funcion de tipo potencial, es decir,

f(1)=1°

donde d es un pardmetro que se determina experimentalmente., %

Para smplificar la relaciones constitutivas dadas por las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.3) y

22 No confundir con & simbolo d de Kronecker definido en laintroduccion
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(4.4) se supone que las deformaciones elasticas son despreciables.

reduce entonces a
t tAp
€ @ i
y larelacion constitutiva que resulta es
t 1t
eij = 2m Slj
con
[t o)
h fé .
1 sulle /3 tdzp
2m = T = P
2 & 09
2 su(teP)Cus - 19r2 ‘

_|d

h
(o bien, utilizando f () = "y llamando h = 3)

2m tJ2 = ae ;'9
sultear € aefz?;

¢ ‘g‘ T+

& ? 5

96

La ecuacion (4.1) se

Estas ecuaciones congtitutivas son formalmente idénticas a las que caracterizan a un fluido

VisCoso no newtoniano. Se observa entonces que, s la parte elastica de las deformaciones

se puede despreciar y s las deformaciones indésticas se describen mediante e modelo

rigido-viscoplastico asociado a la ley de fluencia de Von Mises, € metal quedara

caracterizado por una ley congtitutiva andloga a la que describe €l flujo de un fluido viscoso
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(de viscosidad no constante). Como se dijo antes, este enfoque de andlisis recibe e nombre

de formulacién de flujo (ver referencia[29]).

4.3. PLANTEO DIFERENCIAL DEL PROBLEMA

Si se hacen las simplificaciones discutidas hasta ahora, € problema de flujo estacionario de
un metal que experimenta grandes deformaciones pléstica queda formulado mediante las

siguientes ecuaciones:

- Condicion de incomprensibilidad:

ﬂtUK
ek = 0 (4.5)

- Ecuacion del movimiento para flujo de Stokes (Reynolds bgjo):

Tsi  1p ¢ -

+ +b; = = .
fei e, bJ 0 j=123 (4.6)
- Relacion constitutiva:

L,]=123
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4.7)

n
C
Y
(]
VO
+
O
%
N
Q- .|.9;"_‘

QH kO

donde td, = % ‘e, ‘e, sU('e) esla curva tensién deformacion del ensayo de

traccion uniaxial y las velocidad de deformacion  ejj se relaciona con las velocidades

segiin

@u; Tu 0
éﬂci + o B ij=123 (4.8)

ta — 1

Para materiadles que no experimentan endurecimiento por deformacion es decir sU(te) =
Cte. las ecuaciones (4.5) y (4.6) con tsﬂ dado por las (4.7) y teij dado por las (4.8)
constituyen un sistema de 4 ecuaciones diferenciales para cuatro incognitas que son las 3
componentes de la velocidad 'uj Y lapresion 'R .

Cuando sy no es congtante y depende de la deformacion equivalente te, (es decir, en
aguellos materiales en los que existe endurecimiento por deformacion) a este sistema de

ecuaciones que relaciona a la nueva incognita te con la velocidad de deformacion, es decir

(ver ecuaciones (3.23) y (3.25))
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t

donde ‘e esladerivada material de ‘e que estadada por

Entonces para €l caso en que exista endurecimiento por deformacién, se debe incorporar la

ecuacion
Te,Te [, = 2 |t

gue junto con las cuatro ecuaciones anteriores congtituiran un sistema de 5 ecuaciones
diferenciales paralas cinco incognitas 'uj, 'p y le.

Estas ecuaciones diferenciales deberdn satisfacerse para todo punto de coordenadas ¢ i

perteneciente a la region del espacio V atraveés de la cua fluye el metal (ver figura (4.1)) y

pararesolverla se deberatener en cuenta las condiciones de borde
t 1t
tSijni: ( Si +§Skksij) n = tfj

sobre la parte S de la frontera de V donde se encuentran impuestas las tracciones tf i

(Ilamada condicion de borde cinematica o artificial). La adopcién del modelo constitutivo
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viscoplastico de Persyna asociado a la ley de fluencia Von Mises (ecuacion (4.7)) para la
descripcion del comportamiento inelastico del material y €l hecho que las deformaciones
glésticas sean despreciables frente a las inelasticas, permite entonces considerar la
deformacion pléstica del solido como s fuera € flujo de un fluido incomprensible viscoso
(no newtoniano). Esto posibilita a su vez la utilizacion del enfoque euleriano para la

descripcion del movimiento del material y la eleccion de las velocidades Y j como

incognitas primarias a determinar (hecho que, como se dijo en la introduccion, representa
una gran ventgja desde el punto de vista numérico dado que el dominio de calculo no debe
ser actudizado instante a instante como sucede a estudiar la deformacion del solido desde
el punto de vista lagrangeano). Las ecuaciones con las que se describird € movimiento del
material son entonces las presentadas en € primer capitulo (ecuaciones de continuidad y de
conservacion de la cantidad de movimiento para e enfoque euredliano)que, teniendo en
cuenta que las fuerzas de naturaleza viscosa que intervienen son mucho mas importantes
gue las fuerzas de inercia (flujo de Reynolds bajo o flujo de Stokes) se reducen alas (4.5) y

(4.6).
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5. MODELO DE FLUJOSINCOMPRENSIBLES BIDIMESIONALES CON EL

METODO DE LO ELEMENTOSFINITOS

En el CAPITULO ANTERIOR se plantearon las ecuaciones diferenciales que describen el
fluyjo de un metal caracterizado por la ley congtitutiva rigidovicoplastica de Perzyna
asociada a ley de fluencia de Vons Mises (ecuaciones (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) y (4.9). Como
se dijo antes, estas ecuaciones son andlogas a las correspondientes a  flujo de un fluido
incomprensible viscoso no de newtoniano (es decir, de viscosidad dependiente de la
velocidad). En este capitulo se estudiara como se resulten numéricamente dichas ecuacion
es utilizando € Méodo de los Elementos Finitos. Se vera que la condicion de
incompresibilidad no puede imponerse en forma exacta con este método y que entonces es

necesario buscar formas aternativas de aproximar dicha condicion.

Si bien la relacidon constitutiva elegida para € metal es semgante a la correspondiente a un
flujo viscoso cuya viscosidad es funcién de las velocidades (fluido no newtoniano), para
estudiar los problemas relacionados con la condicion de incomprensibilidad que se presenta
en e método de los elementos finitos se considera un fluido de viscosidad constante (fluido
newtoniano), dado gque todos esto problemas se manifiestan en los dos tipos de fluidos. La
adaptacion de estas ideas a caso dd fluido de un metal (que no es newtoniano) se explicara

en el sexto capitulo.
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En particular se describiran dos formas alternativas de imponer la condicion de
incomprensibilidad: € método de los multiplicadores de Lagrange (con interpolacion
bilineal continua para las velocidades e interpolacion constante y discontinua para las
presiones) y e método de penalizacion y se estudiaran sus alcances, sus limitaciones como

asi también las formas de superarlas. Las referencias para esta capitulo son

(2[5} [4][s} (6], [12],[13} [15] (6], [22][23}, [24],[26], [28]y{ 29}

5.1. PRINCIPIO DE LAS POTENCIAS VIRTUALES PARA UN ESTADO PLANO

DE VELOCIDADES DE DEFORMACION.

El punto de partida del método de elementos finitos (y de sus formulaciones aternativas) es
el principio de las potencias virtuales formulado en el segundo capitulo (ecuaciones (2.6) y
(2.7). cuando las deformaciones son planas, varios de los términos que aparecen en este
principio se anulan, y su expresion toma una forma mas simple que las correspondientes a

deformaciones tridimensionales.

Se define como deformacion plana a aguella para la cual una de las competentes de la

velocidad, (por gemplov; ) es nula, y las otras dos componentes de la velocidad (vlyvz) y

la preson p no dependen de la coordenada X; que es la direccion perpendicular a la

velocidad.? Es degir,

% Més adelante se supondra que @ flujo es estacionario, es decir, que todas las variables que descrien d
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Vl = Vl(xl’ XZ)

\A :VZ(X1’X2)
v, =0
y
- p(xl,xz)

S se supone que las deformaciones son planas, las componentes del tensor velocidad de

deformacion (relacionadas con las velocidades segun las ecuaciones (4.8) se reducen a

€, x
v,

e,=N:

Z o, (5.1)
_laEy w0

2 2 ﬂxz ﬂx’lﬂ

e13_e23_e33_0

y las tensiones desviadoras, (relacionadas con a velocidad de deformacion segin las

ecuaciones constitutiva de un fluido viscoso (4.7) quedan

Ay, 1AV, ‘Hv2
ngﬂxl 3§ﬂxl ‘"sz

v, 1adv, v, 0

R TV T o

- | VI | .
= 2mg0- (5.2
rrg gﬂ)(l ﬂxzﬂg

movimiento del materia (velocidades 'v; tensiones 's;; , velocidades de deformacion 'e; y densidad 'p) no
varian en d tiempo (en cada posicion fija en e espacio). Por |o tanto, de ahora en adelante se omitira el
supraindicet al escribir a dichas variables.
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%:Zmiaaﬂ+mg
2&fx, X g
S3 =85 =0

Donde 2m es la viscosidad, que en adelante se supondra constantes. % Las ecuaciones del
movimiento para un flujo estacionario (4.6) adquiriran entonces la siguiente forma:

h+ﬂ_%2+ﬂ+bl:0
o T Tx

ﬂ_%+ﬂi+ﬂ+b220 (5.3
™ % Tx

y lacondicion de incompresibilidad (4.5) sereducirda

2 g pi ; : _ v, , v, B o
s bien cuando & material es exactamente incomprensible, — +—= =0 y la relacién congtitutiva se
> v,
reduce a
\"/
Sy = 2“'_“ !
X,
V.
S, = 2m02
ix,
5
S, = ZmEBQM +Mi
2 ﬂXz ﬂxi %]
S3 =S5 =S = 0
V., V.
€s conveniente mantener e termino A} +h

en todas la expresiones dado que, como vera mas adel ante,

v,
una de las formulaciones alternativas de método de los elementos finitos supone que e material admite un
cierto grado de comprensibilidad, y es necesario entonces que la expresion del  principio de los trabajos
virtuales que se pretenden deducir, sea también aplicable en estos casos.
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M-}-M:O
™ v,

(5.9
Las ecuaciones (5.3) con la retencidon dadas por la relacion congtitutiva (5.2) y la ecuacion

de incomprensbilidad (5.4), constituyen (cuando la viscosidad 2m es constante ) un
sistema de tres ecuaciones diferentes para las tres incognitas v;, v, y p que caracterizan el

flujo de un medio viscoso incomprensible (de viscosdad constante) que experimenta

deformaciones planas.

Teniendo en cuenta esta particularizacion de las condiciones cineméticas (4.8), de las
ecuaciones del movimiento (4.6), de la relacion congtitutiva (4.7) y de la condicion de
incomprensibilidad (4.5) a caso de deformaciones planas, cada uno de los sumandos que
aparecen en € principio de las potencias virtuales (2.7) toman respectivamente la siguiente

forma: °

Potencia virtual desviadora

% En d segundo capitulo se utilizé lanotacion V y S, y S para representar alas regiones del espacio ocupada

por e cuerpo en un instante dado y a su frontera. En este capitulo se utilizarén los simbolos WYG, YG; para
representar respectivamente a dichos conjuntos y la integral fv gue es una integral triple sobre una region

tridimensional V vy la integral fS gue una integral de superficie, se reduciran respectivamente en € caso

plano, a una integral doble sobre la region planaW y a unaintegral curvilinea sobre la curva G que es la

fronterade W.
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ya RV, , 14V, 0 19dv, , & . v =
Q28 Tx, T B 3 X, ”5

Coldv, 1aqdy, v, QO Gdv, 1y, , fov, 00 . U

_ & X 3g X, ﬂxz % é fix, 3g T % gy Hd
a
t

é N
a a% 1 ag[dv, + Jav, ‘Hdvz 8a]dvl + fdv, 8
R TR S TR

Potencia virtual volumétrica

., Tav, p&dy; | fldv, O
dvV = dw
o 1%, P > X ép

Potencia virtual de las fuerzas exteriores;

o b,dv,dW+ ¢p, f,dv,dS =

Mbdv, +b,dv, AW+ o5 (f,dv, + f,av, JdG

El principio de las potencias virtuales cuando las deformaciones son planas puede

expresar entonces como:
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i1 o ou , u

! 1 afdv, + fav, & O; i e lagdv, A Ydv, U

.= 1 +—2 ”533 dW+
P 3Em “"S-Osﬂxl % > 1
i %od, b

Sy, TV, Soaw= &,V bW+ g, v FdG " dv
gﬂxl X, g -

é

donde d_V(ﬁ s,byf son matrices (columna) que agrupan respectivamente a las

componentes no nulas de las variaciones de la velocidad dv,ydv,,de la velocidad de

deformacion d€,,,d€,,yd€,,, y a las componentes de las tensiones desviadoras s1§ y

Si9,las fuerzas volumétricas exteriores by y by y las fuerzas de superficie f1 y fv, es decir,

dv= ?;Vl
Vzﬂ
8a1dv 9
ol
de =cde, += T, N
= ¢ TIx =
g2de, 5 ¢ .
‘Hdvl+‘ﬂdv2
ﬂxz ﬂxl ﬂ
0
S=¢S, +
&,
b—aé)l(—)
8,5
-
- fzﬂ
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(y el supraindice T indica “traspuesta’). Teniendo en cuenta en primer lugar que

ficy 3 _ (11 O)de
x v o

y que entonces
1a9d d 2o R
de = 3aa]ﬂVl+ﬂﬂV241_ de -_9141 10de=g1 2 Opde
. 8 J

por lo que la relacion congtitutiva para un material viscoso que experimenta deformaciones

plasticas (las ecuaciones (5.2) se podra expresar como

| €0 0ué EXe

:S=2mgol 03%:—13?."&+%%1%—
= s % T

b @0 18 * %0 H
a0 ou& -1 oo
U U
=2mD 1 Ogs & 3 0Oge
00z O 1H

X v, v, 00
=2 O_ 1 14 172 ==
ng gﬂxl ﬂxzﬂg
=-2mi(1 1 0)de

donde e es la matriz que agrupa a las componentes no nulas de la velocidad de

deformacion, es decir,
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aa]dvl 9
&_bgm :
e=fe, =g -
N A
ldv, ‘ﬂdv flav,
TR

el principio de las potencias virtuales para deformaciones planas y para un medio Viscoso

gueda
é L T l:l
Ouate’ 1d” 2mD.Ide +de”.E M L Tm 2 eqiw+
8 e3 o e3 o §
+ Qd_eT Mpdw= Qd_UT D dW+Q du’ xf dG " dv
Donde

2 1
= - 0O
d=&1 2 o
€3 3 U
a
$ 01
e 8]
¢ )
& 0 of
D= 1 0y
© o L
e 2t

20

M=cl+

€05
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Y teniendo en cuenta en segundo lugar que %

a |o_|

1d" XD «d + =Dxd

weE
és

m-opd
OOlH

y agrupando términos, e principio de las potencias virtuales para en material viscoso que

experimenta deformaciones planas se expresa finalmente como:

Onde’.2mD.Id.e dW+ Qd_eT Mp dW=Qd_vT D dW+Q) dv' xf dG " dv (5.5)

El primer termino del miembro izquierdo es la potencia virtual desviadora, y € segundo, la
potencia virtual volumétrica. EI miembro derecho representa la potencia virtua de las
fuerzas exteriores. Cuando las fuerzas exteriores volumétricas b sean nulas, y las
condiciones de bordes sean exclusivamente cineméticas, es decir sobre toda la frontera G

del dominio W, las velocidades estén impuestas (y por lo tanto G = Gy G =), d

principio de las potencias virtuales se reducira a

Qd_TZmDXI >edW+QdeTMp>dW=O " dv (5.6)

5.2 DISCRETIZACION CON EL METODO DE LOSELEMENTOSFINITOS: SUS

LIMITACIONES

% Esta identidad se puede demostrar observando que lamatriz Id esta dada por

Id=1-iM-M"'

dondel eslamatrizde3 x 3
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Como se dijo en €l segundo capitulo, €l principio de las potencias virtuales es una expresion
equivalente a las ecuaciones del movimiento de un cuerpo, en e sentido que los campos de
presiones p y de velocidades (v1 v2) que satisfacen la igualdad (5.5) (y las condiciones de
borde cinéticas, es deir, (v1 v2)=dato sobre G, ) para toda variacién (dv,,dv,) (nulaen G,
verificara la ecuacion del movimiento (5.3) (con las condiciones de borde estadisticas) y las
relacion constituida (5.2).2” Es decir, e principio de las potencias virtuales representa una
forma alternativa de plantear estas ecuaciones. El método de elementos finitos se apoya en
esta resultado y busca una solucién aproximada de dichas ecuaciones partiendo del

principio de las potencias virtuaes (5.5). para formularlo, se necesita introducir primero la

siguiente notacion: dado un conjunto plano W incluido en R?,

. Se denomina L%(W) a conjunto de las funciones v(xi,xz)definidas en W paralas cuales

lasintegral ¢),v*dW existeny esfinita, es decir,

PW={u:Wi R® R tal queg,v’dw<¥|

" La condicién de incompresibilidad (5.4) no esta implicada por € principio de las potencias virtuales.
Entonces, ademas de cumplir € principio de las potencias virtuales, d campo de velocidades debera ser

exactamente incompresible.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

(<¥ Quiere decir que existen y es 1 ¥ ). Este conjunto incluye a una gran cantidad de
funciones, en particular, a las funciones constituidas en W a las funciones por partes (es

decir, las funciones continuas en subdominios W, y que “pegan saltos’ a través de la
frontera que separa cada subdominio W, de los vecinos), etc.
. Se denomina H'(W) a conjunto de las funciones v(x,,x,) definidas en W que

pertenecen a L*(W) y cuyas derivadas parciales también pertenecen a L*(W), es decir,

.2
0
aguellas funciones para las cuales las integrales C‘)szdW y C‘)NET_V: dW existen y son
X g
finitas

Hl(w):'h:w‘l R*® Rtal quevl LZ(W)yﬂT LZ(W)T'J
i ™

J
Este conjunto (incluido obviamente en L?(W)) también es un conjunto muy grande que

incluye en particular, a las funciones continuas de derivadas parciales continuas en W, a las
funciones continuas por partes y/o de parciales continuas por partes (es decir, las funciones

continuas y de continuas en subdominios W, que “pegan saltos’ (ellas y/o sus derivadas)
entre subdominios W, ), etc. (las componentes del campo de velocidades v1 y v» pertenecen

a esta conjunto).
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Se observa que e conjunto L2(W) constituye un espacio vectorial de funciones 22 y H(W)

un subespacio vectoria de el.

En relacion a un cuerpo cuya seccion transversal ocupa en un instante t cualquiera, cierta
region del espacio Wi R* (ver figura (5.1)) y que se encuentra sometido a la accion de
fuerzas de volumen (b1 y by), fuerzas de superficie (f1, f2) sobre la parte G de la frontera de
W vy avelocidades impuestas sobre la otra parte de lafrontera G, (es decir (v1 , V2) = (01, Q2)

= dato sobre G,) es necesario introducir también la siguiente notacion:

- Se denomina U a conjunto de las funciones (vi1,v2) definidas en W, pertenecientes a

2

1 . </ -\2 N a-[\/- 9 . .. .
HY (W) (es decir, Q/(V') dwy T - dW existen y son finitas) y que satisfacen
X g

exactamente las condiciones de borde cinéticas, (es decir, cumplen que (v1 , Vo) = dato =

(01, g2) sobre G,). Es decir:

% Es decir, s vy w pertenecen a L? (W), entonces cualquier combinacion lineal de ellas av+pw también
perteneceraa L? (W).

% |anotacion eegida es la utilizada convencionalmente en e andlisis funcional (ver referencias[34] y [35].

Esto quiere decir que, dad cualquier funcién vi H l(W) entonces la distancia d(v,Hp) entreestafunciény e
espacio Hy, (entendiendose entre v y H,, a la minima de las distancias entre v y los elementos vy, de Hy, es

decir, d(v,Hy) = |nf {d (V, v, )} donde d(v,vy) es cierta medida del error que se comete al aproximar a la
vl 11,

funcion v con lafuncién interpolante vi,) disminuye a medida que aumenta la dimension del espacio Hi.
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U={v, v)tal quev, T H Wy(v,,v,) = (g,,g,) sobre G }

donde (gi1 , g2) son las velocidades impuestas sobre la frontera G,). La funcion (v1

Vo) que satisface la igualdad (5.5) (y por lo tanto, es solucion de las ecuaciones del

movimiento) pertenecera a este conjunto.

- Se denomina V a conunto de las funciones (w1 , wz) definidas en W,

pertenecientes a H'(W) que son nulas sobre la frontera G, donde se prescriben las

velocidades, es decir V ={(w,,w,) tal quew; T H(W)y(w;,w,) = (0,0)sobreG

Las variaciones de la velocidad (o velocidades virtuales) (du,,du,) pertenecen a este

espacio.

- Se denomina K a conjunto de las funciones (v1 , v2) definidasen W, pertenecientes

aH(W) que son exactamente incomprensibles, es decir:

N

K ::'vl,vz)tal quev, 1 Hl(V\oyM+M:Oen ¢
1 ix, Tx,

(En W quiere degir " (x,,x,)T W).
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Se observa que, (llamado H*(W) a conjunto de pares ordenados de funciones de H (W), es

decir, H*(W)=H"(W)" H (W)= (H*W)f), los conjuntos U, V y K son subespacios
vectoriales de funciones de H*(W). Se observa también que el campo de presiones p, (sobre
el que no hay especificada ninguna condicién de contorno) pertenecerd al espacio L%(W).

Utilizando esta denotacidn se puede reexpresar en la siguiente forma la equivalencia entre

las ecuaciones (5.2) y (5.3) y € principio de las potencias virtuales

(Vi vad={g: g1} el
2 1 R By

N

|l\ 0

Figura 5.1: Dominio ocupado por un medio viscoso y condiciones de borde a las que

esta sometido.

(5.5): @ campo de velocidad (vi,v2) y € de presiones p que satisfacen la ecuacion del

movimiento (5.3) con las tensiones s; dadas por la relacion constitutiva (5.2) (y las

condiciones de borde cinemdticas y estadisticas) son aquellas funciones p y (viV2)
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pertenecientes respectivamente a L%(W) y a U ta que para toda funcién (du,,du,)

pertenecientes aV verificalaigualdad (5.2), es decir, aquellos campos p y (V1 V) tales que

pl L2(W), (v

1,v2ﬁ uy" (olvl,dv2 | V severificaque:

Oude” X2mD XD >edW-+ ¢, de” XM pdW= (y,dv” bW+ ¢y dv” xFdG (57)

Donde (ﬁ = ﬂdvl ﬂde ﬂdvl + ﬂde gye_T = %MM +Mg
Ex, T U, T 5 X T, T T 5

Asi planteado, € principio de las potencias virtuales representa una forma aternativa de
formular las ecuaciones (5.2) y (5.3). Sin embargo no asegura gque se satisfacera también la
condicion de incompresibilidad (5.4). Para que dicha condicién también se cumpla, vy
obtener asi una formulacion equivalente a las ecuaciones completas del flujo de un medio
viscoso incompresible viscoso (es decir, una formulacién que impligue no solo a las
ecuaciones (5.3), (5.2) s no también la (5.4)) se puede reescribir a principio de las
potencias virtuales de la siguiente forma: el campo de velocidades (v1,v2) y € de presiones
p que satisfacen la ecuacion del movimiento (5.3), la relacion constitutiva (5.2) (con las
condiciones de borde cineméticas y estadisticas) y la condicién de incomprensibilidad
(5.4), es aquella funcién perteneciente a U I K(es decir, se exige ahora a la funcion (vivz)
gue pertenezca no solo a U como antes, sino también a K) que verifica la igualdad (5.5)

para toda funcion (dv,,dv, ) perteneciente aV, es decir, es un campo de velocidad (v1,v2) tal
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gue para toda la funcién (dvl,dvz) perteneciente a V, es decir, es un campo de velocidades

(v,,v,) tal que

(v,,v,)T UCK y" (dvdv,)i V severifica
Oude” 2mD ¥ d>e dW+ ¢, de” M p dW= ¢y, dv” bdW+ (g, dv’ xfdG
para completar la formulacién del método de los elementos finitos es necesario introducir
ademas de los espacios H l(\/\/) U, V y K los siguientes espacios de funciones de dimensién

finita:

- Se denomina H,, a un espacio de dimensiones finita de funciones que aproximaran (0
interpolaran) a la funciones de H'(W). En e método de los elementos finitos este

espacio se constituye de la siguiente forma:

- Se divide € dominio Q en subdominios Qe (ver figura (5.2)) (estos subdominios son
los llamados elementos finitos). En este trabajo se utilizaran elementos de cuatro
nodos y cuatro lados rectos. El “tamafio” de cada elementos 2. se mide con un
pardmetro he, que en @ caso de los elementos de cuatro nodos, puede tomarse como
la mayor de las distancia entre lados opuestos (ver figura (5.3)). Como estos

elementos tienen lados recto, y el dominio Q tiene en genera un frontera G curva,

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

entonce la unién de todos estos elementos no coindicir4 exactamente con Q (ver
figura (5.2)) pero tienden a coincidir cuando el tamafio de todos los elementos
(Rh=Ue Q¢) Q1 no coincide con €2 pero tiende a ser igual cuando he® 0" e.

- Sobre cada elemento se define un sistema de coordenadas curvilineo local (r,s) (ver
figura (5.3)) ademas del sistema de coordenadas global (x1,X2) tal que las coordenadas

locales (r,s) correspondientes a cada nodo sean las que muestran en la siguiente tabla

Nodo Coordenada (r,s)
1 (1,1)
2 1,0
3 (-1,-1)
4 (1,-1)

Y las correspondientes a cada lado sean

lado Coordenada (r,s)

1-2 (r,1)con-1£r £1
2-3 (-1,9 con-1£s£1
34 (r-)con-1 £r£1
4-1 (55con-1 £s£1
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Se puede demostrar que la funciones que definen e cambio de coordenadas locales
(r,s) a coordenadas globales (x;,%2) y que verifica las anteriores correspondencias se

puede expresar como (ver referencias[2],[12] y [13])

donde (xl(l),xgl)),(xl(z),xgz)),(xl(e’),xf’) ) y (xl(“),xg“)), son  respectivamente  las
coordenadas globales de los nodos 1,23 y 4 y la funciones hj(r,s) son las

denominadas funciones de forma (para e elemento bidimensional de cuatro nodos)

definidas como:

hl(r,s):zl1(1+ r)i+s)
hy(r,8)= 5 )+ s)
n(r.8)= 4 Ler)ers)

h4(r,s):%(1+r)(1+s) (5.9)
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se observa que todas estas funciones son funciones polindmicas construidas
combinando linealmente los polinomios 1, r, sy rs, y que cada funcion hy(r,s) vale 1

ennodo j y 0 enlostres restantes, es decir, hi(ri,s) =d; .

- ¢ egpacio Hy, de funciones que aproximaran a la funciones de Hl(\/\/) se define de la

siguiente forma:

Hnh = &1 tal que V;, es continua en We y es un polinomio dentro de cada e\lLemento We

Donde (W, ) es la unién de todos lo elementos (W) en que se particiond al dominio

W, (es decir, (W,) = W, ) que, como se dijo antes, no coincide exactamente con

e

W. En la figura (5.4) se muestra una de estas funciones. Como dentro de cada
elemento la funcidn es polinomica, entonces también serd continua (adentro del
elemento). El Unico lugar donde puede se no continua es en los bordes de cada
elemento. Se deduce entonces que la funcion sera continua en todo € dominio Wy, s

es continua en dichos bordes.

- Se elige como hase de los polinomios que se utilizardn dentro de cada elemento a las
funciones de forma h,(r,s).h,(r,s).h,(r,s)h,(r,s) (que como se dijo antes son

combinaciones lineales de los polinomios 1, r, sy rs). Es decir, cada funcién vy, sera

igual, dentro de cada elemento, a uno de los polinomios que se generan combinando

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

linealmente dichas funciones. Recordando que cada funcion de forma h; (r,s) vale 1
en e nodo dej y O en los restantes, se deduce que los pardmetros que definen a cada
funcién vy, serén los valores de dicha funcion vy, en los nodos (ver referencias [2], [12]

y [13]). Dentro de cada elemento la funcion v, estara dada entonces por:

v, (r,s)=h,(r, s\ +h,(r,sV? + hy(r, s + b, (r,s)v? (5.10)

donde v, v® v{&yw! son respectivamente los valores que toma la funcién v,

enlosnodos 1, 2, 3y 4. Se puede demostrar que las funciones vy, definidas dentro de
cada elemento de esta forma, son continuas los bordes de los elementos y por tanto,

continuas en todo & dominio W, .

Se observa que este espacio Hy es un espacio vectorial de funciones de dimension finita (y

que s los dominios W yW, coinciden, Hn sera un subespacio vectorial de HY(W)). La

dimension estara dada por la cantidad total de nodos presentes en la malla ya que fijados los
valores de v, en todos los nodos, quedard especificado un Unico polinomio en cada

elemento W, y entonces una Unica funcion vy de hy, . se observa también que cuanto mayor
cantidad de elementos (y por lo tanto de nodos) se utilicen para discretizar al dominioW

mejor sera la “calidad” del espacio H, como espacio de funciones aproximantes de las

funciones de H(W ))’. Si se define como h a supremo de los tamafios de los elementos he
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(es decir, h=supf{h.} ) entonces, cuando més chico es h, menor sera el tamaiio de todos

los elementos, mayor sera la cantidad de elementos y de nodos, mayor la dimension de Hy y
la megjor la aproximacion que se puede hacer de las funciones vi H l(W) con las funciones
Vo | Hh. El pardmetro h, esta relacionado entonces con la dimensién del espacio Hp.*
Teniendo en cuenta que la base de cada uno de los polinomios elementales son las
funciones de forma (5.9) y como las funciones de H, son continuas entre elementos se
deduce que la base del espacio Hy, estara formada por las funciones n; (x3,X2) que valen 1 en
el nodo Jy 0 en los restantes (ver figura 5.5) y que los pardmetros que definen a cada un a
de las funciones v, | Hp seran lo valores que toman dichas funciones en los nodos. Es

decir, cada funcion v, | Hy, se puede escribir como:

whual= & bl

donde v,(f) es € valor que toma la funcion v, en € nodo J, n; (X1, x2) eslabase de H, y N es

la cantidad total de nodos que como se dijo antes, es la dimensién de Hy.

= e
1

, [r

% E| subindice h en lares depende de

este pardmetro.

P L
| .
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Figura 5.2: Discretizacion del dominio Wen elementosfinitos W,.

Figura 5.3: sistema de coordenadas local utilizado en cada elemento

Para formular € método de los elementos finitos ademés de este espacio Hn, es necesario

definir los siguientes espacios de funciones de dimension finita que aproximarén a las

funcionesde U, V y H.
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- Se denomina Uy, a espacio de dimensiones finita de funciones (vin, Vo) que pertenecen al
espacio de funciones aproximadas Hn y que verifican en los nodos de la periferia las
condiciones de borde cineméticas que debe satisfacer la solucion continua (vi, V2) = dato
= (g1, 92) sobre la parte de la frontera G, y s se numera con indice | alos nodos que se
ubican sobre dicha frontera G, entonces las funciones (vin, Von) de Un deben cumplir (vap,

Van)|, = (Gu, G2) |1, (v |1 quiere decir, v evaluada en e nodo I) para todo los nodos |.

Simbdlicamente:
Un={(Viy.Vzy) tal quUeVin Y Von | Hny (Van, Van)|, = (9. G2) |1 "1 }
Donde (g1, g2) son las velocidades impuestas sobre lafrontera G,.

Se denomina Vi, a espacio de funciones (wip,Won) que pertenecen a espacio de

funciones aproximantes Hy y que valen (0, 0) sobre los nodos de la periferia. Es decir,

Vh= {(Wy,, W,y ) tal quewsny wen I Hny (vin, Van)|, = (0,0) |1 "I }

il |
. . . ".:f . II| s —4
PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffdctory.com f '



http://www.pdffactory.com

Figura 5.4: Funcién Vi, Representativa del espacio Hy

- Se denomina K, a espacio de funciones (vin, Von) que pertenecen a conjunto de

funciones aproximantes Hy y que son exactamente incomprensibles, es decir,

V. V.
M, |, Moy

Kn= {(Vlh,VZh) ta quevihy von I Hny
1%,

= OenW, }

Como W, es la unién de los dominios elementales W,, para que vin Y Von Verifiquen la

condicion de incompresibilidad en todo €& dominio W, se debera cumplir

Wi +M =0en cada uno de dichos dominios elementales (es decir
X

Wi | Wan _ OenW, paratodo el elemento €).

X

Se observa que tres espacios de funciones son subespacios vectoriales del espacio de los
pares ordenados de funciones aproximantes de Hy, es decir, Un , Vi y Kn estan incluidos en

Hn (siendo Hn = Hh X Hh = (Hr)?) v que entonces, a medida que aumenta la cantidad de
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elementos (disminuye e parametro h) mejora la aproximacion que se puede hacer de las

funciones de U con las funciones de Uy, de las funciones de V con las de Vi y de las de K

con las de K.

Figura 5.5: Funcion Base del espacio Hy,

Hasta ahora solo se ha hablado de los espacios que aproximaran a la velocidad (vi,v) . Para
aproximar a las presiones p (que es una funcién perteneciente a espacio L? (W)) es
necesario construir un nuevo espacio de dimension finita de funciones interpolantes. Como
no existen condiciones de borde impuestas sobre la presiones y como en €l principio de las
potencias virtuales (5.5) no aparece involucrada ninguna derivada de p, acanzara con un
espacio de funciones continuas dentro de cada elemento y discontinua entre elementos ( ver
referencia[2]). A este espacio se simbolizara como Hg y alas funciones que pertenecen a €l
se las representara con el simbolo an. Al igual que €l espacio de las funciones aproximantes

de las componentes de la velocidad Hn este espacio estara formado por funciones
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polinbmicas dentro de cada elemento pero es este caso dichas funciones pueden ser
discontinuas entre elementos. Como se vera mas adelante € grado dichos polinomios no
puede elegirse arbitrariamente y esta relacionado tonel grado de los polinomios con los que
se aproxima a las velocidades. Para congtruir a este espacio se puede hacer algo andlogo a
los hecho en e caso de las velocidades. elegir como base de cada polinomio elemental a
ciertas funciones de forma fie (que serén a su vez polinomios) que valen 1 en ciertos “nodos
para la presién” y cero en los restantes por 1o que cada funciéon g, | Qn Se podré escribir

como

Z

" ()
Fie (%, %, )

Qo

an (Xl’ Xz) =

m
1

1

donde NP es &l numero total de “nodos de presion” y ql(f) es el vaor que toma g, en €

nodo numerado con €l indice E. por giemplo, en este trabajo se usard como espacio de
presiones aproximantes a formato por funciones que son constantes dentro de cada
elemento (es decir, polinomios de grado 0) y discontinuas entre elementos. En este caso los
nodos de presion estan ubicados en € “centro” de cada elemento (coordenadas (r,s) = (0,0)
y cada funcion base fie valdra 1 en dicho nodo de presion E (y en todo € elemento E) y

cero en losrestante (ver figura (5.6)).
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Figura 5.6: Funcion base del espacio Qn
Utilizando estos espacios, y apoyandose en el hecho las funcionesp 1 L2( W )y (v,v2)l U
gue verifican € principio de las potencias virtuades (5.5) (para toda variacion de
velocidades perteneciente al espacio V) satisfaceran las ecuaciones del movimiento (5.3)
(con las condiciones de borde estéticas), la relacione constitutiva (5.2) y las condiciones de
borde cineméaticas (pero no de la condicion de incomprensibilidad), €l método de los
elementos finitos propone como solucion aproximada de dichas ecuaciones (de las
ecuaciones del movimiento y la relacion congtitutiva) a las funciones pn y (Vin,Von) que
pertenecen respectivamente a los espacios aproximantes de las presiones Qn y de las
velocidades Uy y que satisfacen €l principio de los trabgjos virtuales para toda variacion

(dv,,,dv,,, ) deVn esdecir
P 1 Q. y(vy,, vy, )T U tal que" (dv,dv, )i V, severificaque:
el XDl W &3, el M V= 3, 0] W ¢, 0] <1

(5.12)

donde:
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Tavy,

X,

fix,
gl , vy,
™ %

1
"0"0"0"0"08
TR Y TR T N N e,

0l

Tavy,

X,
vy,

ix;
gfdv,, |, vy,
X, X,

00000000008

de,

£ Y EREY PR PR P B N e

Ql

son la velocidades de deformacion que se derivan de las velocidades aproximadas (Vin, Van).

5.2.1. Imposicién dela condicion de incomprensibilidad: € problema del bloqueo

Las velocidades (vip,Von) | Un y presiones pn Qn que verifican la igualdad (5.2) serén
entonces solucionados aproximadas de las ecuaciones del movimiento (5.3) y las relaciones
congtitutivas (5.2). sin embargo las velocidades aproximadas (vin,Von) No satisfacen todavia
la condicion de incomprensibilidad debido a que, co9mo se dijo antes, esta condicién no

esta implicada por € principio de las potencias virtuales.

S se pretende ahora exigirle a la velocidad (vin,Von). aproximada que cumpla también la

condicion de incomprensibilidad, es decir, que ademas de verificar (5.12) pertenezca
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también a K, se presenta la siguiente dificultad: especificadas las condiciones de borde (g1 ,
g2) Y la mala de elementos finitos, se encuentra que no existe cas ninguna funcion
(vin,von). que satisfaga a la vez dichas condiciones de borde y la condicion de in
comprensibilidad exactamente, es decir, que pertenezca smulténeamente a Up y a Kp y
tampoco es posible encontrar una funcidon que cumpla ambas condiciones “afinando” la
malla de elementos finito (es decir achicado el tamafio h de los elementos y aumentando
entonces €l numero total de elementos). En otras palabras, la interseccion UnC K;, es
“précticamente” vacia cualquiera sea h. Este problema se conoce con €l nhombre de bloqueo

(ver referencias [2], [12] y [28]).

Para ilustrar este problema se considera como gjemplo € flujo de un medio viscoso dentro
de una “cavidad” W cuadrada (ver figura (5.7)) cuyo borde superior se encuentra
moviéndose con una velocidad arbitraria (y arrastrada entonces a fluido contenido)
mientras que € fluido adyacente a los otros dos bordes permanece en reposo. Para
“discretizar” el dominio se utiliza una malla formada por una cantidad arbitraria de
elementos finitos cuadrados cuyos lados miden una longitud h (ver figura (5.7)). Las

condiciones de borde que debera cumplir la solucién aproximada son:

(V1,v2) = (01,02)= (dato, 0). En los nodos ubicados sobre el borde superior

(V1,v2) = (01,02)= (O, 0) en los nodos ubicados sobre los tres bordes.

(5.13)
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donde (g1, g2) son las componentes de las velocidades impuestas en e sistema de
coordenadas (x1,X2) mostrado también en la figura (5.7). Este problema es un gemplo muy
estudiado y usado en e andlisis de la condicion de incompresibilidad y se conoce como

problema de la cavidad conducida (ver referencia[12]).

'fj ARSI R Tl

Crail == (300, _ ‘ i
=

I L T T TR

B

b

||J__7 4 [ K : ! |
E] L e »

R s Y T ST N

Figura 5.7: problema de la “cavidad conducida’. Condiciones de borde y malla

utilizada.

Se demostrard que es te gemplo ¢, € conjunto UnC Ky, es decir, el espacio formado por
aquellas velocidades aproximadas que satisfacen simultaneamente las condiciones de borde
cineméticas y la condiciéon de incompresibilidad (exactamente) esta formado por una Unica
funcién y dicha funcién es un aproximante muy pobre de la solucion buscada. En otras
palabras, no se puede encontrar ninguna velocidad que aproxime a las ecuaciones del

movimiento (y relaciones constitutivas) y ala condicién de incomprensibilidad a la vez.

Para ver qué UnC K es muy chico (existe solo una funciéon contenida en €l), se observa

primero que, S las velocidades de cada elemento se interpolan en la forma (5,10), entonces,
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para un elemento cuadrado (cuyos lados miden una longitud h) las velocidades seran

combinaciones lineales de los polinomios 1, x1, X2 y X%z (ver referencia[2]), es decir,

Vlh (Xl’ XZ) :al + blxl +glx2 +le1X2

Von (X0, X, ) =@, +0,% +9,%, +d,XX, (5.14)

donde a,,b,,0,,d,,a,b,,9,yd,,son parametros que dependen de las velocidades en cada
nodo (y de h), es decir, a,,b,,g,yd,,son funciones de vl vl vy V¥ 'y
a,,b,,q,yd,,son funciones de v¥, vi2 vy v{¥  Para este elemento se deforme
incompresiblemente, se debera cumplir que:

M-}-M:(

b, +g,)+d,x, +d,x =0
ﬂXl ﬂxz 1 2) 12 2X1

en todos los puntos (x2 ,x2) del elemento. Esto implica que las velocidades dentro de cada

elemento cuadrado estaran dadas por (5.14) con

b, +g, =0
d, =0
d, =0

es decir

Vlh (Xl’ XZ) :al + blxl +glx2

V2h(X1’X2):a2 + b2X1 - leZ
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Estas igualdades se pueden reescribir utilizando notacién matricial de la siguiente forma:

a¥, (X, X,) 0 2, 0

B (%) 5 G5 +0, gﬁ‘ﬁglg J‘z+b1 (5.1)

(=HC
Ec o
x

SERES

Se observa entonces que un elemento cuadrado cuyas velocidades estan dadas por (5.10) se
puede deformar incomprensibilidad solo de cuatro formas (0 modos) distintas (en realidad
son cinco porgue € primer modo, que es un movimiento rigido, es combinacion lineal de
dos movimientos rigidos en las direcciones perpendiculares x; y X2). Estos modos
incomprensibles de velocidades se dibujan esquematicamente en la figura (5.8). En la
figura (5.9) se muestra esqueméticamente un elemento representativo del espacio Kp, €s
decir, un campo de velocidades que es exactamente incomprensible en todos los puntos del

dominio W, (pero que no satisface todavia las condiciones de borde prefijadas), es decir,

¥, (X%, X,) 0 _28, 0
gVZh(Xl’Xz)ﬂ gﬁzﬂ b gl_X1+gzg _Xz+bl

‘BDSE\
S
X

Q-0

X X1 X X

Figura 5.8: M odos incomprensibles de un elemento de cuatro nodos cuadrado

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Cada elemento se mueve con aguno de los patrones de velocidad mostrados en la figura

(5.8) (o combinaciones lineales de €llos).

Teniendo en cuenta que las Unicas formas en que se puede mover cada elemento cuadrado
son las dibujadas en a figura (5.8), se puede determinar como serén los campos de
velocidades que pertenecerdn a U, C Kp: considerando por giemplo un elemento como €l
ubicado en € angulo inferior izquierdo (elemento A de la figura (5.7)) se observa que por
estar fijados los nodos 2 y 3 (ver figura (5.10)) € nodo 1 solo podra moverse en la
direccion vertical, mientras que por estar fijados los nodos 3y 4, € nodo 1 solo podra

hacerlos en la direccidn horizontal.

Tomando estas dos condiciones simultdneamente se deduce que la velocidad del nodo 1
debera se nula. Repitiendo este razonamiento para los elementos vecinos B y C se deduce la
misma conclusiéon para los nodos 5 y 6, y asi para todos los elementos de la malla salvo los
gue son adyacentes al borde superior, es decir, las velocidades de todos los nodos interiores
a la malla debera ser nula s se pretende que la malla se deforme satisfaciendo la condicion
de incomprensibilidad exactamente las condiciones de borde (g1, g2) impuesta sobre los
bordes inferior, izquierdo y derecho. Considerando ahora a alguno de los elementos
adyacentes a borde superior, se observa que por estar “blogueados “los nodos inferiores, y
por estar especificada la velocidad de los nodos superiores, dichos elementos se deberén

deformar en la forma mostrada en la figura (5,10) para que la velocidad adentro de la

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

misma sea exactamente incomprensible. Por lo tanto, €l Unico elemento perteneciente a Up,
C Ky, es decir, € Unico campo de velocidades (vin, Von) que satisface simultaneamente las
condiciones de borde cineméticas (5,15) y la condiciéon de incomprensibilidad exactamente,
es aquel para la cual, las velocidades en todos los nodos interiores a la malla es nula (ver
figura (5.11)). Se observa que esta situacion no mejora s se “afina’ la malla de elementos

finitos utilizada.

vi

/
e

Figura 5.9: Campu Ut veluuiuaued apl UALTTIAUU  \Vih, V2h) YutE verllita exactamente la

incomprensibilidad ((van, Van)l Kp)

Para discretizar a dominio, es decir S se aumenta la cantidad de elementos (y se
disminuye la longitud h de cada lado de los cuadrados); la interseccion Un C Kj seguira

estando formada por una Unica funcion (vin, Von) y dicha funcién serda idéntica a la
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esguematizacion en la figura (5,11), es decir, (vin, Von) €S nula en cada uno de los nodos

interiores a la cavidad.

Si en vez de discretizar la cavidad con elementos cuadrados, se hubiesen elegido elementos
cuadrildteros de lados opuestos no paralelos, la situacion hubiese sido todavia peor en €
sentido que e espacio K resulta todavia més chico que e correspondiente a elementos
cuadrados y de las pocas velocidades exactamente incomprensibles generalmente ninguna
satisface también las condiciones de borde cinematicas, es decir € espacio Un C K resulta

vacio (ver referencia[20]).

Resumiendo entonces, no es posible exigir que la solucién aproximada para las velocidades
de las ecuaciones del movimiento (5.3) y las relaciones constitutivas (con las condiciones
de borde cineméticas), es decir, la funciones (van, V2n) que (junto con la presiones
aproximadas pp) verifiguen la iguadad (5.12) cumplan también la condicion de
incomprensibilidad exactamente ya que esta condicion restringe muchisimo la familia de
“posibles formas’ (0 modos) en que se pueden mover los elementos y la malla (es decir, €

espacio Un C Kpresulta précticamente vacio).

Es necesario entonces pedir que las velocidades aproximadas (Vin, Van) en

\:F/ . F:I
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Figura 5.10: Blogueo de un elemento de la malla utilizada en la discretizacion del

problema de la cavidad conducida.

Vez de ser exactamente incomprensible (es decir, que pertenezcan a cierto espacio K_h mas
grande que Ky), En las proximas secciones se estudiaran en particular dos formas de
“debilitar” la condicion de incomprensibilidad: € método de los multiplicadores de

Lagrange, y €l método de penalizacion.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

5.3. METODO DE LOSMULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El método de los multiplicadores propone la siguiente forma de aproximar la condiciéon de
incomprensibilidad: se pide que las velocidades aproximadas (vin, Von) cumplan la

siguiente igualdad:

8 Wy o G aw=0 (5.16)
ﬂX1 ﬂxz 9

o

——

h |

Figura 5.11: Representacion esquemética de la Unica funcion aproximante (vin, Van)

contenidaen U, C Ky,
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Para toda la funcién ¢, T Q,. Cuando una funcién (vin, Van) Verifica esta condicion se dice

gue dicha funcidn es débilmente incomprensible con respecto al espacio Qh.

Al conjunto de velocidades aproximantes (vin, Von) que son débilmente incomprensibles se

los smbolizaracomo K, , s deir,

L @ TV, O )
Kn= {(Vi, V)1 Hntalesque ), g .”Tlh+.”72h —thdW:O 4.Q, }
1 2

El método de los multiplicadores de Lagrange propone entonces como solucion aproximada

de las ecuaciones completas del flujo estacionario de un medio viscoso incomprensible (que
experimenta deformaciones planas) a las velocidades (vin, Von)l Un C K_h gue junto con

las presiones aproximadas p, 1 Q, verifican laigualdad (5.12), es decir, las funciones (Vip,

Va) | Un C K,y p,T Q. quecumplen™

C‘)N(E&mD d>e, e dW+ C‘)N(EXMde:

OV D AW+ ), dvy XxFdG " (dvy,,dv,, )TV,

3 Recordar que |as velocidades (Vi V2r) y presiones p, aproximadas deben cumplir laigualdad (5.2) para que

resulten sol uciones aproximadas de la ecuacion del movimiento y larelacion congtitutiva.
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0 bien, las funciones (vin, Van) | Uny p, T Q, que verifican smultaneamente

e e

D><I_d><ie_dW+C‘)N(ExM pdwW=
OwaVy b dW+ ) dvy xFdG " (dvy,,av, )TV,

OvM"e, dw=0"q,T Q, (5.17)

donde

fidv,,

™

fldv

de,=¢ —=

— ¢ T
STdv,, | fidv,
i,  x ¢
& v
¢ Tx
¢ Ma
¢ W
My MV
™ ™ g

0090908
I Y Y A P O P '

Q

£ Y ERY PR PR P M H

¢
¢ Tx

g dv,

¢ Tx

gIav, , flv, -
™

Hdv, 9
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del M = 1N , TV,
“=h ﬂxl ﬂxz
M T e = M + M
T X T

5.3.1. Interpretacién geométrica del método de los multiplicadores de L agrange

La iguadad (5.16) admite las siguiente interpretacion geométrica: e espacio Qn un
subespacio vactorial de L2(\N) que es e conjunto a que pertenecen las presiones p* . Por

otra parte, siendo las velocidades aproximantes (vin, Von) funciones continuas y polindmicas

. . eev V,, O . .
dentro de cada elemento, entonces sus divergencias g %+% ttambién serén
X X, @

funciones de L*(W), es decir, e conjunto de las “divergencias ” de funciones (v, Van) de

% En realidad, Q, no es un subespacio de L*(W) sino un subespacio de L2(W,, ), donde W, esla union de

todos los elementos (We) y L? (Wh) es e conjunto de las funciones v definidas en W, y de “ cuadrado
integrable “, es decir, O, vZdW&¥ . S estos dominios coinciden (es decir, s W=W,, ), entonces dichos

espacios L2 (V\/) yL? (Wh ) también coincidiran. En adelante se consideraraque W'y W, son efectivamente

iguales y que se utilizaran indistintamente a ambos simbol os para representarlos.
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Hn también serd un subespacio de L*(W) (ver referencias [3] y [5]). Llamado Dy a dicho

subespacio, es decir,

L?(W)talesque q = g

2 vy, Mo ; paraalguna (Vin, Vo)l H |, g
X, @ %
entonces se deduce que existen dos subespacios de L2(\N) en juego, e espacio de las

presiones aproximadas Qn y € de las “divergencias’ de las velocidades aproximadas Dr.

Por otra parte, a la integrd (JMoadW se la puede interpretar como un producto interno

definido para cada par de elementos p y q pertenecientes al espacio L*(W).*

% El producto interno es una funcion que a cada par de elementos de un espacio vectorial (en este caso
L2 (V\/)) le hace corresponder un numero real, es decir, &ofi: L (W)XL2 (W)® A y que verifica las

siguientes axiomas:

p.p)>0" T L*(Wyp? 0

p,p)=00 p = 0(definidapositiva)
p+r.0)=(p,a)+(r.q)

ap,q)=a(p,q)" p,al L2(W)y" al A(linealidad)
p.a)=(p.a)" p.al L?(W)(simetria)

Al estar dotado € espacio L? (V\/) de un producto interno, tendrd sentido hablar de ortogonalidad y

proyecciones ortogonal es.
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Esto se expresa representando a dicha integral con el simbolo ap, gfi, es decir, **
ap,qii =Qypqg dW

teniendo en cuenta esto, la idea de velocidad (van, Von) débilmente incomprensible se puede

reinterpretar de la siguiente forma: una funcion n(vin, van)l H,, serda dévilmente

incomprensible s su divergencia es ortogonal atodo €l espacio Qn, es decir, s

<%M+M gqh >:O" th Qh
ﬂxl ﬂxz 9

(5.18)

M, Mo

en otras palabras, s la proyeccién ortogonal de su divergencia 0
X2

sobre Qnes 0.

Al conjunto K_h de velocidades aproximadas (vin, Von) débilmente incomprensibles, se los

puede reexpresar entonces como

(Van, Van)! Hhtalesqueg W 111\;2“ % On
2 @

—_)——

3 No confundir con & simbolo <f (f )> utilizado para escribir en forma més compactalarelacion constitutiva

paralaviscoplasticidad en € tercer capitulo (ecuacion 3.34).
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(Ortogonal a Qn quiere decir ortogona agn " g, T Q,).

De la definicion de producto interno, surge en primer lugar que s D | Qn entonces toda

funciéon (van, Von) que verifique (5.8) sera exactamente incomprensible, es decir, cumplira

My Wan g, ya que como My Wan 7 D,s Dn | Qn entonces My | Wy
™x T ™x T I Tx

pertenecera a Qn Yy la Unica funcién perteneciente a Qn que es ortogonal a todo e espacio

War , Won _

™ %

Qn eslafuncidon nula, es decir, 0.

5.3.2. Eleccion Del Espacio Qn

Observando las igualdades (5.17) se deduce que € méodo de multiplicadores de Lagrange

superara las dificultades discutidas en las anterior (el problema del blogueo) s e espacio de

las funciones “débilmente” incomprensible K, es més “grande’ que el de las funciones

exactamente incomprensible K, de manera de interseccién U, 1 K, contenga muchas
funciones y no una sola (o a veces como e subconjunto de funciones (Vin, Von) | Hn cuyas

M, Moy

divergencias
™ %

son ortogonales Qn se deduce que la “riqueza’ de dicho espacio
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K_h dependera de cual es @ espacio de funciones aproximantes de las presiones Qn que se
elige: s € espacio Qn es muy “grande’ (en comparacion a LZ(\N), entonces K_h serd muy
“chico” (porgue s Qn es muy “grande’, muy pocas funciones g seran ortogonaes y de las
pocas, seran muchisimo menos las que ademés sean divergencias de funciones de Hy), y s
el espacio Qn es “chico”, K_h resultara “grande’” (porque habrd muchas funciones q
perpendiculares a é y sera més féacil encontrar algunas que ademas sean divergencias de
funciones (vin, Von) | Hn) (ver referencia[3)).

Por giemplo, s se elige como espacio de las presiones aproximantes Qn a las funciones que
son discontinuas entre elementos y dentro de cada elemento son polinomios bilineales, es

decir, polinomios construidos como combinacion lineal de labase 1 r, s, y rs, entonces se

puede demostrar que tanto s los elementos son cuadrados (o rectangulares) como S son
cuadrildteros de lados no paralelos, los espacios K_h y K resultan idénticos, y por lo tanto
una interpolacion de este tipo para las presiones no soluciona € problema del blogueo. Para
demostrar que este espacio Qn no Sirve, se observa en € primer lugar que s los elementos
son cuadrados o rectangulares, las velocidades aproximantes (vin, Von) dentro de cada
elemento serén polinomios bilineales, es decir, estaran dadas por

Vi, (xl, xz) =a, +b,x, +9g;%, +d; XX,

vy, (xl, x2) =a, +b,x +g,x, +d,x X,
y ladivergencia de (vin, Von) dentro de cada elemento sera entonces un polinomio lineal:

Wy Wan

b, +g,)++d,x, +d
ﬂxl ﬂxz 1 2) 12 2X1
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por otra parte S las presiones se interpolan dentro de cada elemento con polinomios

bilineales, (y s los elementos son cuadrados o rectangulares ) entonces, estaran por:

o (Xl’ Xz) =a+hx +0x, +Cx X,

por lo tanto espacio Dy (es decir, el espacio de funcionesq 1 L? (W) gue son divergentes de

funciones (van, Von) aproximantes de las velocidades) estara formando por funciones lineales
en cada elemento y & espacio Qn estara formado por funciones hilineales. Claramente
resultaDn | Qny como se dijo en la seccién anterior, esto implica que las Unicas funciones
(vin, Vo) que son débilmente incomprensibles respecto a este espacio Qn son las que son
exactamente incomprensible, es degir, K, =K.

En segundo lugar, s los elementos son cuadrilateros no cuadrados (ni rectangulares),
entonces, se puede demostrar que la divergencia de cada funcion (vin, Von) aproximante de
lavelocidad dentro de cada elemento esta dad por una expresion del tipo

vy, N Vo, _ A+Br+Cs
T T, 9l

(5.19)

donde A, B y C son pardmetros que dependen de las coordenadas de los nodos y de las

velocidades nodales, y |J| e jacobiano del sistema (x1(r,9), X2 (1,9)).

% Esto se demuestra de la siguiente forma: las velocidades aproximantes estardn dadas dentro de cada

elemento por:
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Vi (r ,s)=a, +b,r +g,s+d,rs
v, (r,s)=a, +b,r +g,s+d,rs

cona ,b 9 yd i parametros que dependen de | as vel ocidades en los nodos del elemento. La divergencia

de (vip, Van) SEra entonces:

W , Won My It Wy, T Mo Ir | WV TS _
™ ™ T ix % I i s X

_ i3 s i 1
(o, a0} b, 109 4o, +0) 22 0

por otra parte las coordenadas locales (r,s) se relacionaran con las globales (X1, X2) por:
x(r,s)=a, +br+cs+drs

x,(r,s)=a, +h,r +c,s+d,rs

r
con a; b i+C ydj constante que depende de las coordenadas de los nodos. Entonces las derivadas ﬂﬂ— ,
X
s TIr 9s

™, % T,

-1
GIL Is |y gha Tep Bo oy
<M Tx lil_g‘ﬂr ‘|]rliI _ 1 g‘ﬂr ‘ﬂru

o _'us_l:'_?'nx1 'nleil TR

u_
Xo 'ﬂng @‘I]_Sﬁg |J|é-1‘]ﬂ_);l%g
ié(cﬁdzf)' (b2+d28)l;|
98 +dr)- (b +ds)

_i e (C2+d2r) '(b2+dzs) l;'
_|J| g - (C1+d1r) (b1+d15) H
Donde
9= T, T, T
fr s 1r 9s
= (b +dis)c, + dyr)- (b, +d,s)(c +dir) =
=D+Er+Fs
Con
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Como el espacio de presiones aproximantes Qn consiste en funciones gn que son polinomios
bilinealesen r y s dentro de cada elemento es decir cadagn| Qn estadado por

q,(r.s)=a +br+cs+drs

entonces %

D =Dbc, - b,c,
E :bldz - bzdl
F =dc, - d,c
Sustituyendo estas derivadas en la expresidn de la divergencia (5.20) se obtiene
™y Tv,, 1 1
+—==—(b, +d;s)c, +d,r)- —(g, +d,r )b, +d,s)+
o gy oo+ ) 5 6o )

1 1
+m(gz +d2r)(b1 +d15)' m (bz +dZS)(Cl +d1r) =

:i(A+ Br +Cs)

9

A= blCZ - glbz +gzb1 - bZCl
B= bldz - dlbz +d2b1 - bzdl
C= dlCZ +gld2 +gzd1 - dZCl

gue es lo que queria demostrar.

% Recordar que las funciones (xi, (r,s), X, (r,5)) definen & cambio de coordenadas locales (r,s) (con -1
£r £1y- 1£ s£ 1) acoordenadas globales (x, X2) sobrelaregion W) y que por lo tanto, laintegral de

una funcién cualquieraf (x,, x,) sobrelaregion W, se podréa calcular como

11

Ou. F (% )dW= 0 O T (xa, (19 X (r.9) dr ds

11

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

. & ﬂvlh +ﬂV2h 0 —_ 8 ~ & ﬂvlh ﬂVZh 0
—+ = . dW= +—=2 59, dW
O € "o 5" FO"E N W, 5"

1
5L (A+Br +Cs)(a+br +cs+drs)J|drds =

=a aeAa+EBb+Ech
E € 3 3 o

Estos sera cero para toda la funcion g, 1 Q, es decir, para cualquiera combinacion de

vy, N Vo, _ A+Br+Cs _

0
™ X, 9]

vaoresab,cyds solos A=B=C=0, esdecir § solo s

Es decir, también para elementos distorsionados, las Unicas funciones (vin, Von) débilmente
incomprensibles respecto a este espacio Qn seran las de divergencias exactamente nula,

entonces cuando Qn esta dado por polinomios bilineales adentro de elementos

distorsionados (es decir, ni cuadrados ni rectangulares) también se obtiene K, = K,

Un razonamiento idéntico se puede hacer para €l caso en que € espacio Qy esta formado
por funciones discontinuas entre elementos y que son polinomios lineales dentro de cada

elemento, es decir, cuando g, T Q, tiene forma

q,(r.s)=a +br+cs

En este caso resulta también K_h =K, Yy una interpolacion lineal, tampoco sirve para

solucionar e problema del bloqueo.
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Habiéndose descartado a los espacios Qn de funciones hilineales y a de las lineales, se
considera ahora € caso de las funciones ¢, que son discontinuas entre elementos y
constantes (es decir, polinomios de grado 0) dentro de cada elemento. Se demostrard que s
se elige a este conjunto como espacio de presiones aproximantes Qn resulta mucho mas
grande que Kp y por lo tanto, esta resulta ser la Unica eleccion posible de Qn ( cuando €l
espacio Hn es € que corresponde a elementos de cuatro nodos) que supera el problema de
bloqueo. Para demostrar esto se observa que s cada funcion g, es constante dentro de cada
elemento, es decir,

oh =g

® -

dentro de cada elemento E, donde g ete, entonces una funcion (vin, var) T H, seréa

débilmente incomprensible respecto a dichas funciones g, cuando

- UM 7 gq =a o Ee ﬂVZh (:) E)gw=
ﬂxl ﬂxz [} E
©x &M Won Oy o q®

=4 9 O, .
E O g ﬂxl ﬂxz 1]
donde como q(E) es constante (dentro de cada dominio elemental W, ), entonces se lo puede

“sacar” afuera de cada integral. La igualdad anterior se cumplird para cualquier funcion

a,1 Q,, es decir para cualquier combinacion de valores q(E), s y solo s cada una de las

\Y; \Y 0 ir g
ﬂl —ﬂ 2h - sobre cada elemento E esnula, es decir s

integrales de
E ™ ™
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s @y Vo Q-0 E 5.21
Ol o " 1x, g 521

Esto significa que (van, Vo) Sera débilmente incomprensible respecto a espacio Qn de
funciones “constante en cada elemento”, s es incomprensible en sentido “medio” , o bien

(teniendo en cuenta €l teorema de la divergencia) s

Oc (Vin, Von)dG=0" E (5.22)

(Siendo Ge la frontera de cada elemento y n su normal saliente), es decir, s €l flujo neto o
caudal que pasa a través de cada elemento es cero (la cantidad de fluido que entra por
unidad de tiempo al elemento esigual ala que sale).

Por otra parte, utilizando laigualdad (5.9) y cambiando las variables (X1, X2) por las (r, s) en

laintegral (5.21) se obtiene

1
X Eae Wi | Vo Qgy= = 00 1 a+Br +Cs)|J|drds = 4A
™ % g 11 |‘]|

donde |J| es el jacobiano del cambio de coordenadas (xi(r,s), X2 (r,9)), Yy teniendo en cuanta

e ﬂvlh + ﬂVzh Q—i(A+ Br +Cs) jpor lo que

ue g —o =
e ™ T 9]

& M+_ﬂ\/2h 9 = A
g ﬂxl 1-[XZ 1) (r,s)=(0,0) UJD(r,s):(O,O)
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(es decir, la constante A esigua a jacobiano evaluado en (r, s) = (0, 0) multiplicado por la

divergenciaevauadaen (r, s) = (0, 0) se deduce que
. e v, 'ﬂv2h 0 ae

zd
Oucf g, " 8 0

fix,

lh 4+ 172h 1-[VZh

= QJD(r,s):(O,O)
(rs)=(0,0)

Entonces una funciéon (vin, Von) cumplirda las igualdades (5.21) s y solo s la divergencia de

(van, V2n) en € “centro” (coordenada (r, s) = (0, 0)) de cada elemento E es nula, es decir, s

& My '”"Zh 9 =" E (5.23)
& B l(r.5-00)

de iguadad (5.21) (que se cumple s solo s se cumple la (5.22) o la (5.23))se deduce que €
espacio K_h de funciones débilmente incomprensible respecto a espacio Qn formado por
funciones g que son constantes dentro de cada elemento y discontinuas entre elementos,

estara dado por todas aquellas funciones (vi, Von) paralas cuaes se cumple (5.21) o (5.22)

0 (5.23), es decir,

28 fiviy . Vo

K= {1 Hotdesque o, £+ R0 S0 )
1

Xzﬂ

= {(Vlh ’Vzh)l Hn tales que (\)NE (Van, Vo) dG=0" E }

Mo, Mo

X,

i (v v, )1 Hhtalesqueg 2 o E Y
[ B | 5)-00) b
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Claramente este espacio K_h serd mucho mas grande que e conjunto de funciones
exactamente incomprensbles Kp porque es mucho mas exigente pedir que

V., v, 0O . .
M, +M = sea nula en todo e elemento E (es decir, en todo (r, s) perteneciente a

e
g ﬂX1 ﬂxz 1]
WE

) que pedir solamente que seanulaen (r, s) = (0,0).
Se puede entender mejor por que este espacio K_h es bastante més grande que Kp y entonces

se evita el problema del blogueo, considerando nuevamente e problema de la cavidad

conducida visto en la seccion anterior: a analizar como era el espacio K, 11U, en este

giemplo, se observo que en un elemento como e A de la figura (5.10), € nodo 1 resulta
“blogueado” (es decir, no puede moverse en ninguna direccién) s se exige que la velocidad

aproximante (vin, Von) en dicho elemento sea exactamente incomprensible. En cambio, s se

pide que esta velocidad sea incomprensble en “valor medio”, es decir, que (),

ae%ﬂjl;/—z" gdW:O (lo ,que implica que € flujo neto que atraviesa a elemento es
X X, @

nulo), entonces dicho nodo podr4 moverse en la direccion mostrada en la figura (5.12)
porque cuando la velocidad del nodo 1 tiene dicha direccion, la cantidad de fluido que
ingresara a elemento através de lacara4 -1 se compensa con la que sale por la cara 1-2 de
manera que € flujo neto es cero. Es decir, a debilitarse la condicion de la

incomprensibilidad, el nodo 1 “gana’ un grado de libertad. Lo mismo ocurre con los nodos
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VECINOS u en general con todos los nodos de la malla 'y entonces existiran muchas funciones

en Kn 1U,, y no uno solacomo ocurriaen K, 1U,.

5.3.3. Forma Matricial De La Formulacién Con Multiplicadores De Lagrange

Como se dijo antes, cada una de las componentes vin Y Van , de las velocidades aproximadas,
son funciones pertenecientes a espacio Hy (el conjunto de funciones continuas y gque son
polinomios dentro de cada elemento). Como la base de este espacio son las funciones ny |

Hn que valen 1 en el nodo Jy O en los resaltantes, entonces dichas componentes se pueden

expresar en laforma (5.11), es decir, como

A0

i

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Figura 5.12: Ejemplo de la cavidad conducida: desbloqueo de la malla al debilitarsela

condicion deincomprensibilidad.

Combinacion lineal de dicha base, donde los parametros que acompafian a la base son

valores que toman dichas componentes en los nodos, es decir,

N

=3 (3)

Vip =a N,V
3=

N

=3 (9)

Vo =@ NyVan
e

Si se numeran con € indice | alos nodos que se ubican sobre la parte Ty de la frontera de
W que es donde las velocidades estén especificadas y deben valer (91,92), y con €l indice J
a los nodos que se encuentran en € interior del dominio Wy entonces las funciones (v,
Vo) que pertenecen a espacio Up, (que esta formado por las funciones (vin, Von)
pertenecientes a Hy que ademés cumplen (vin, Vo) = (01,02) en los nodos de periferia) se

podran escribir en la forma:
& 0.
Vihn =a N,Vi” +a o,
J=1 1=1
N

N g
Vo =a Vi) +4 ngd (5.24)

J=1 1=1

donde (vfﬁ),vgﬂ))son los valores de (vin, Von) en cada nodo J, (gl(l), ggl)) los valores que

toman las velocidades (gi1,02) sobre los nodo | de la frontera Ty y Ny y Ng son
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respectivamente, la cantidad de nodos interiores a W, y los ubicados sobre la parte Ty dela
fronterade W (que esla parte donde estan fijadas las velocidades).
Como las velocidades aproximantes se pueden escribir en la forma (5.24), las velocidades

de deformacion e, que se derivaran de dichas velocidades aproximantes estaran dadas por:

gdv, 0
gﬂxl Coay b g
- o' 1IN o’ n
e L Rt
— g X - J=1 1 1=1 1
g‘ﬂdv ‘ﬂdv _
éﬂx ﬂXz ﬂ
g.v LLFRVCINE il g
321 1%, 2 =1 X, 2
Y ﬂnJ () ﬂnJ (3) ’c\;"’ i ﬂn, M) ﬂn, () u
v+ —Ly + 9,/ +—g
Ja:.1 ﬂxz " ﬂxl 2 } 1:1’:\1-[)(2 ! ﬂxl 2

Estas identidades se pueden reescribir en una forma mucho mas compacta S se organiza a

n, fn, 9n, y'ﬂn|
X, % X~ 1%,

los parametros |v, ( 1(h) V. gh)) a los nimeros (gl( ) ygg)) y alas derivadas

en matrices llamado V_a la matriz (columna) que agrupa a los valores nodaes de las

velocidades aproximantes (v, ( 1(h) gh)) , G ala correspondiente a las velocidades impuestas

(gl(l) yg gl) ) en los nodos de la frontera, es decir,
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VT = (v v vV Vi) i) )

G =(g¥glgldgl?..... g gl ....... ghe) give) )

(donde V_es una matriz de (NV x 1) y G unade (NG x 1) con NV = 2N, y NG= 2Ng)*’, la

igualdad (5.25) se podra reescribir como:

dv, 0
g —_
¢ Tx +
e, = g'”d"z +=By.V+By.G (5.26)
— ¢ Tx =
¢fav, |, fidv,
S, T, 5
donde
By = in, 0 4, 0 i, 0 .
X I X T, ix, i,
0 Tx, 0 Tix, 0 T,
fin, Tn, T2 fin n, i,
™ T e fix, ™, Tx

3" Recordar que N, es la cantidad total de nodos interioresa W'y Ng es la cantidad total de nodos ubicados
sobre la frontera G,. Como hay dos componentes de velocidad por nodo. Entonces € nimero total de

parametros nodales serén 2N, y 2N,
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fn, 0 fn, O fin, 0

Bg= I T fin W i, (5.27)
o T, O x, 0 Tx
fn, fin, Tn,  fin, fn, - fin,.
ﬂixz X, ix,  9x ix,  fix,

son las matrices que agrupan a las derivadas de las funciones base n; correspondiente
respectivamente a los nodos interiores a W y a los ubicados sobre T, cuyas dimensiones

son (3x NV) y (3x NG).

El mismo razonamiento es aplicable al caso de las funciones (dv,,,dv,, ) que pertenecen a
espacio Vi (las velocidades virtuales) . Recordando que las funciones
(dv,,,dv,,) I Vi deben valer (0,0) en los nodos de la frontera Ty, se deduce que cualquiera

de dllas se podra escribir como
Ny
dv,, = @ n,dviy
J=1

NV
-8 )
dv,, =Qq n,dv,
J=1

y lavelocidad de deformacion virtual de, que se deriven de ellas como
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G
¢ x

e, = ¢fdv, I= B,V (5.28)
— ¢ X _
Q‘Hdvl . Tav, -
§ﬂxz ™

&dv, 9

donde dV es la matriz (columna ) que agrupa a los valores nodales de las velocidades

virtuales (dv,,,dv,, ), es degir,

dv’ =( avlt avld) avid av@ .. vl avl) avi™ v )

cuya dimensién es (NV x 1).%

Con respecto a espacio Qn de presiones aproximantes también se dijo antes que, como se
trata de un espacio vectorial de dimensidn finita, la presion aproximada Py, (0 cualquier otra

funcion gpn) se podré escribir:

P, =a fAep” (5.29)

% Recordar que NV = 2N, , es decir la dimension del vector de velocidades nodales es de dos veces la

cantidad total de nodos interioresa W porque existen dos grados de libertad por nodo.
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Donde

(N y P son matrices de dimension (NP x1) siendo NP el numero total de nodos de presion

gue, como se dijo antes, define la dimension del espacio Qr) y en general, cualquier funcion

del espacio Qn se podra expresar como

g, =N">Q (5.31)

(sendo Q la matriz que agrupa a los valores g, en los nodos de presion, es decir, a los

parametros q®).

Sustituyendo ahora las expresiones (5.26), (5.28), (5.30) y (5.31) en lasigualdades (5.17) se

obtiene lo siguiente:

avT >{KJA1+C_TXE+E+E+E):O"OM (5.32)

Q' {CV +H)=0"Q

donde:
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Ky = OBy 2mD xid xB,dW (NV x NV)

C = NoM T B, dw (NP x NV)

F, = OuBJ 2mD Xd B, >GdW (NVx1)  (533)
Fy = OwBy RdW (NV x 1)

Fi =0y, B daw (NV x 1)

H =0, NMT B >Gdw (NP x 1)

Para que las igualdades (5.32) se cumplan para cualquier vector dVyQ, los términos que se

agrupan dentro del paréntesis deberan ser iguales al vector nulo 0. Por lo tanto, las
presiones pn Y velocidades (vin, Vo) que verifiguen la igualdad (5.17) serén aguellas cuyos

valores nodaes Py V veifiquen:

Ke¥ +CTxP=-F
T T (5.34)
H

A =

(@]

donde F=F +F +F,.

El sstema de ecuaciones (5.34) con las matrices K,,C,F,,F, ,F,yH dadas por las

relaciones (5.33) constituyen un sistema de ecuaciones lineales para las incognitas Py V

gue son las presiones y velocidades nodales. Resolviendo este sistema y utilizando las
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expresiones (5.24) y (5.29) se obtiene las funciones (vin, Von) Y pn que satisfacen lasa

igualdades (5.17) propuestas en e método de los multiplicadores de Lagrange.

5.3.4 Existencia De La Solucién De Presiéon

Habiéndose elegido las bases nj de Hy y fi de Qn cada funcién (vin, van) | Uny pnl Qn
gueda univocamente determinados por los valores que tienen dichas funciones en los
respectivos nodos. Como dichos valores nodales se agrupan en matrices P y V, entonces
cada funcion (vin, Vvon) del espacio Uy se identificarda con un vector V. (de dimension NP).
Por lo tanto € problema de encontrar a las funciones (van, Von) | Uny pn | Qn que

satisface la igualdad (5.17) se reducira de hallar los vectores V.1 A™ yPT A™ que son

solucion del sistema de ecuaciones algebraicas (5.34).

Para resolver este sistema de ecuaciones lineales se observa primero que las matrices que

intervienen en & mismo tienen las siguientes caracteristicas:

1. lamatriz Kq esunamatriz cuadrada de NV x NV. Se puede demostrar (ver referencia[2]

gue esta matriz resulta simétrica (K_J = &) y definida positiva ( es decir, V' XK, %/ >0

paratodo V.1 A™ W T 1 0) por lo que seré entonces inversible.
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2. Lamatriz C es una matriz no cuadrada de NP x NV con NP menor que NV. Esto es asi
porque segun se explico antes, para que no exista bloqueo es necesario que e espacio
K_h 1 U, contenga muchas funciones y no una solay como este espacio esta generado por
todos aguellos vectores V que verifiquen®®

C¥=-H (5.35)
Entonces para que K_h U, sea“grande’” es necesario que este sistema no tenga solucion

Unica sino “muchas’ soluciones. Esto sucedera solamente si NP es menor que NV porgue s
fuera mayor, entonces el sistema (5.35) estara formado por mayor cantidad de ecuaciones
gue incognitas V y (s no existen incompatibilidad) dicho sistema tendra infinitas

soluciones que es |o que se necesita.
3. Se puede demostrar (ver referencia[12] y [26] que frecuentemente (en particular cuando

se utilizan elementos cuadrados y cuando F; =0) esta matriz C no es de “rango completo”,

es decir, laimagen C, que es el conjunto de todos los vectores de A", es decir,

Im(C)={HT A™talqueH = C ¥ paraciertov 1 A" }

% Recodar que la segunda de | as ecuaciones (5.34) se obtiene imponiendo la condicién deincomprensibilidad
en forma debil (la condicion (5.16)) a una funcidn (v, van) perteneciente a espacio Uy, (v expresada en
términos de la base n;)
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No estodo A™ sino un subespacio de é. En otras palabras, & sistema C . V = - H no tiene

solucion paraciertosvectoresH |~ A™ | que son los que estan “afuera’ de su imagen.

4. Observando que la Im(_C) es ortogonal a nicleo de C', definido como e conjunto de

todos losvectores Q1 A™ queverifican C' . Q = 0, es decir,”
Ker (C") ={QT A™talqueC” Q=0 }
Y teniendo en cuenta que Im (C) no estodo el espacio A™ s no un subconjunto de €,

entonces dicho nucleo de CT seré no vacio, es decir, existiran ciertos vectoresQ |~ AW

distintos del vector nulo talesqueC™. Q= 0.*

“0 Esto es asi porque si Q pertenece aKer (CT) entoncesC™. Q= 0loqueimplicaqueV'. Q". Q=0. Estoes
lo mismo que decir Q" . C .V =0 paratodo V | AWio que a su vez quiere decir que Q" es ortogonal a

Im( C) . Lo mismo ocurrir& con cualquier otro Q | Ker ( C"). luego Ker ( C") esortogonal alm ( C).

“ Para demostrar esto se observa que la ecuacion C . V = - H, se puede reescribir de la siguiente forma:
NP
é C_:(J)VJ =-H
J=1

donde C? son las columnas de C ( de dimensién NP) y V;las componentes de V por 1o que laimagen de C

serd e subespacio que se obtiene combinando linealmente a dichas columnas C¥ es decir, dichas columnas

serén unabase de Im (C ). Si este espacio no estodo AN entonces existiran ciertos vectores Q distintos del
vector nulo que son ortogonales a toda la base C* de Im (C ), es decir, que cumplan Q" . C” paratodo Jlo
queimplicaqueC . Q =0y queKer (C) contiene vectores Q no nulos.
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Los vectores QT A™ distintos del vector, que cumplen C T.Q = 0 (es decir, a los

elementos de Ker (C")) se los llama modos de presién. La condicién para que exista
solucién de las ecuaciones (5.34) es entonces que H sea ortogonal a todos los modos de
presiéon. Se puede demostrar también que cuando dicha condicion se satisface, la solucion
V para las velocidades es Unica y la correspondiente a las presiones P esta formada por una
parte P* ortogona a todos los modos de presién y Unica, més un modo de presion Q
arbitrario, es decir

P=P* +QconP* | Ker (C") (tnica) y Q1 Ker (C") (arbitraria)

Es decir, la solucién para las presiones no es Unica pero las infinitas soluciones estq
compuesta por una parte Gnica P més cualquier elemento Q del Ker (C) (cualquier modo

de presion).

La existencia de modos de presién tiene entonces como consecuencia que para ciertos
términos independientes H existira solucién y para otros no. Como este vector H proviene
de las condiciones de borde cineméticos (g1, 02), (ver ecuacion (5.33)) entonces la
exisencia de solucion del sistema (5.34) estd condicionada a cudles seran dichas

condiciones de borde.
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Para ilustrar este problema se considera nuevamente el problema de la cavidad....(ver figura
(5.7)). Se puede demostrar (ver referencias [12] y [26]) que, para este giemplo, existen dos

modos de presién linealmente independientes, es decir, dos vectores

Q1 A™ distintos del vector nulo (y distintos entre si) que verifican

Q=0

(@)

Uno es & modo hidrostatico definido como

Qu'=(111..-11..)

Es decir, constante en todo € dominio W y €l otro es el denominado modo de damero

Qc (o modo checkerboard) que tiene la siguiente expresion

Qc'=(111..-11 ..)

Es decir, los valores QQT alternan entre un nimero positivo y uno negativo de elemento en
elemento. En la figura (5.13) se muestra esquematicamente a este Ultimo modo de presion.

Existira solucién s las condiciones de borde cineméticas (g1, g2) que se imponen dan lugar

a un vector H (ver igualdades (5.33)) ortogona a ambos modos de presion. En la figura
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(5.14) se muestran dos tipos de condiciones de borde (g1, g2) parecidas. en € primer caso,
se impone una velocidad tangencial
(91, 92) = (cte, 0) en todos los nodos del borde superior y una velocidad nula

(91, g2) = (0,0) en e resto de los nodos del borde, y en el otro, se impone una

Teniendo en cuenta estas caracteristicas de la matrices &,C_:, yC' , se puede demostrar

(ver referencia [12]) que existird una solucién del sistema (5.34) s solo s € vector H |

AY que aparece como termino independiente de la segunda de dichas ecuaciones,
pertenece alade C, o bien, teniendo en cuenta que Im (C ) es ortogonal a nicleo de C', s
dicho vector H es ortogonal a Ker ( C" ). A velocidad tangencial en todos los nodos del
borde superior salvo €l nodo 1y e N (ver figura (5.14)) en los que, a igual que € resto de
los nodos de la frontera, se exige que la velocidad sea nula. Si bien ambas condiciones de
borde son parecidas, se puede demostrar (ver referencia [12] que en € primer caso se
cumple que H = 0 por lo que

Q=0

Qc>H =0
es decir, se satisfacen las condiciones de existencia de solucion , mientras que en €
segundo, vector H proveniente de dichas condiciones cumple:

Q) % =0

QL =-2+( 1)
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donde h es lalongitud de los lados de cada elemento, y M es la cantidad de elementos que

se ubican en €l borde superior de la cavidad por 1o que, s M es para, € vector H no sera

ortogonal auno de los modo de la presion, (el modo Q/ ) y por lo tanto no existe solucién.

S RN ST AR P Lt

b ]l
] B . X

—p 2

Figura 5.13: Modo de presion tipo “damero” o “checkerboard”

Se ve entonces que cuando hay modos de presidn, la existencia de soluciones del sistema
(5.34) resulta influenciada por las condiciones de borde cineméticas impuestas. Se puede

demostrar que la presencia de estos modos depende de la

Ha (R ice.0) bR
L7 vl 1
f ) [—b—"—h—**—b—"—"‘
!
: ¢ '
em - . “_/ )
(i) ) T e 23 | D} (1503)
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Figura 5.14: Condiciones de borde utilizadas en €l problema de la cavidad conducida

Geometria de los elementos, y que en genera existen dos modos de independientes

asociados a elemento elegido ( 4 nodos para la velocidad y 1 nodo para la presion ): €
nodo hidrostatico % =(111..111)yd modo checkerboard cuya expresiéon para

mallas cuadradas es la presentada en € gemplo de la cavidad, y la correspondiente a mallas

més generaestiene laforma

;e 11 1 1

e — -

- a, a,a; ag agy

Q 'I:"I'Oi

donde las constantes son positivas y dependen de la geometria de cada elemento E (ver
referencia[26]).

La presencia de modos de presiéon, ademas de condicionar la existencia de una solucion del
sistema (5.34) tiene otra consecuencia: s hien existira solucion de este sistema cuando H
sea ortogonal a los modos de presién dicha solucion no se puede halar con los métodos

habituales de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales dado que, por este ser el nlcleo
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de C" no vacio (y la matriz C de rango incompleto) la matriz de este sistema, resultard no
inversible. Es decir, “despgiando” V de la primera de la ecuaciones (5.34) y reemplazando

en la segunda para obtener la siguiente ecuacion para las presiones
[Cx CT e =-Cox; xE +H (5.30)
se encuentra que, por se e nicleo de C' no vacio, e determinante de la meatriz

(9 XK ><C_T) seranulo y entonces la solucién para P (y por lo tanto lade V), s

bien existen, no pueden encontrarse directamente.

Resumiendo entonces, cuando hay modos de presion (que son los vectores Q

T AN distintos del vector nulo que verifican C'. Q = 0 la solucién de las ecuaciones (5.34)
(y la correspondiente a las presiones (5.36) que se deriva de €ella) puede no existir. La

condicion necesaria y suficiente para que dicha solucion si exista es que € vector H

T A™ que es uno de los términos independientes de estas ecuaciones y que se deriva de las
condiciones de borde impuesta para las velocidades, esté contenido en la imagen de C, es
decir, sea ortogona a los modos de presion. Cuando existe, la solucidn se caracteriza por
Unica para las velocidades y Unica para las presiones salvo combinaciones lineales
arbitrarias de dichos modos de presion y no puede ser hallada directamente dado que la

matriz del sistemaresulta no inversible.

5.3.5 Prefiltrado de los modos de presion
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Como se dijo antes, la solucién del sistema (5.36) (que es la ecuacion para las presiones que

se derivade las (5.34)) se puede escribir (cuando existe) como

Donde P* es perpendicular a los modos de presion, (y esta componente es Unica) y Q es un
modo de presion (arbitrario). Como en general existen dos posibles modos independientes,
el modo hidrostético Qn y € modo “checkerboard” Qc cualquier modo de presion arbitrario
Q se podra escribir como combinacion de estos y la solucion mas general para las presiones

es (cuando existe)

P=P*+B,Q, +B.Q

Donde B, y B. son constantes arbitrarias. La parte P* de esta solucion no puede

encontrarse directamente, ya que la matriz del sistema (5.36) no esinversible.
Una de las formas de solucionar esta dificultad numérica es e prefiltrado o rigidizacion de
los modos de presion (ver referencia [6]). Este método propone modificar a la ecuacion de

las presiones (5.36) de la siguiente manera:

[CKCT +h, ATl A+h Af fIAIP=-CKLE+H
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Dondeh, y h. sondosconstantesno nulas, f ,, y f sonlos modos de presion

Q. YQ. Normalizados, 2 es decir,

Qy Qy

fH = = T—
=l et

(5.39)

Qc QC

fC = = —
= e Ve

y A es la matriz del producto interno.”® Se puede demostrar que, a diferencia de la matriz

(QXK_(',l CT )(Ia matriz del sistema (5.36)), la ,matriz de este sistema de ecuaciones

2 Si bien Quy Qc son linealmente independientes en general no son mutuamente ortogonales dado que son
autovectores asociados a un mismo autovalor (a autovalor nulo) . Como més adelante se necesita una base

ortonormal de autovectores, f , yf . no seinterpretan entonces como los modos Qy y Qc normalizados, sino

como la base de Ker (C") ortonormalizada construida con estos modos. Es decir, f ,, yf . son los versores

construidos como combinacion lineal de Quy Qc que son ortogonales entre si:

“3 Como se explico antes, @ producto interno entre dos vectores p y g de L2 (V\/) esta dado por

(p,g) = O P0dW

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

modificado si es inversible y que su solucidn es P, es decir, esta libre de modos de presion .
También se puede demostrar, que €eligiendo a las constantes ny y nc suficientemente
grandes, € problema de la inexistencia de soluciones cuando €l vector H no es ortogonal a

los nodos de presién no se presenta, es decir, la solucion para las presiones y velocidades

En particular para dos vectores p, y 0, pertenecientes a Q, que es un subespacio de L? (V\/) el producto

interno sera

<ph’qh> = C\)Nph x|, dW
Expresando a py y a ¢, en términos de la base fie de Q;, €legida, es decir,

P P

Q

=NT
On = N
donde N" es la matriz (columna ) que agrupa a las funciones base fiz ( ver ecuaciones (5.20) y (5.30)), d

producto interno entre dos elementos de Q;, se puede escribir como

_pT
<ph’Qh>—P_XA>9 (5.40)

donde
A= N NTdw
A esta matriz se la denomina matriz del producto interno. Recordando que cada elemento fig

de labase de Qn vale 1 en el elemento E y cero en los restantes y que

N = (fA; A, .. Ag ...), sededuce que esta matriz sera una matriz diagonal con
Age = Area (WE) En particular si los elementos son cuadrados o tienen todos el mismo

area, entonces la matriz A serd multiplo de la matriz identidad.

De laigualdad (5.40) se deduce que la norma de una funcién py estara dada por
2 _ T
[R]" ={py. Pw) =P".AP

por lo que || 08 || =1 implica que PT.A.P=1 y que dos vectores pn Y g, Seran ortogonales

<ph’qh>:ET'A‘9:O
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existe también en dicho caso. Para demostrar esto se observa en primer lugar que los modos

de presion Qy

Y Qc, por ser vectores del nicleo de C', cumpliran

—= = — (5.42)
(5.43)

(Donde A es la matriz del producto interno y | . es el autovalor correspondiente al

autovalor f_E ), P* podra escribirse como

9
1]
Qo%
>< N
m

N
m

m
1
=

(5.44)

Donde x.son parametros que dependeran de la

“participacion” que tenga cada autovector t.en P*.
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Sustituyendo las igualdades (5.37) y (5.44) en las
ecuaciones (5.36) y teniendo en cuenta que los

autovectores t verifican la igualdad (5.42) que los

modos de presion cumplen (5.41) se obtiene

NP- 2
Al exe A =-CXK,E +H

E=1
y multiplicando por cuaquier autovector f JT(l £JE£NP- 2) se obtendra **

I %, =f ] X-CxXK;E +H) 1£JENP- 2

* Recordar que los autovectores f g son todos ortogonales entre si (porque provienen de una matriz

simétrica) y estan normatizados, es decir, verifican

f,f =08 J1 E

foxAf =16 J=E

Z
v

{1l mo.
I

2

L oxeff, ok )=1 %,

&

p- 2
o 0
| exg Ak +=

porloquef ;
T €E=1 (]

DO

m

1
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Se deduce entonces que la solucion P del sistema (5.36) estara dada por

p-2 ..
P= Eé'a Xef o 24 X,y +xcF o (5.45)

?LE424§

con

XH= Xc= arbitrario

1EEENP- 2 (5.46)

Si, en cambio, se sustituyen las siguientes igualdades (5.37) y (5.44) en € distema de

ecuaciones modificado (5.38), se obtiene

a8 2 0
¢al exe Axp~+hyx, A, +hoxc AX -CXK'F+H
<5 “H

€ E=1 o

donde xu y Xc son constantes (mdltiplos de las constantes b, yb. que aparecen en la

(5.37)) y premultiplicando por cualquier autovector f , , se obtendra ahora™

% Recordar quelos modos depresion f , yf . cumplen C" % ,, =0y C" > . =0 por loque

Fax-CxK ' E+H)=f[H
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1£JENP- 2

La solucion del sistema modificado (5.38) estara

dada entonces por

p-2 ;
Ezgélé XEfE9+XHf wtXcfe
AA29F
P

Con

| ' 1<E<NP=2
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Comparando la solucion dd sistema (5.36) (ecuaciones (5.45) y (5.46)) con la

correspondiente a sistema modificado (5.38) (ecuaciones (5.47) y (5.48)), se deduce que, S

H es perpendicular a los modos de presion, es decir, s f[.H =f [.H =0, entonces la

solucién del sistema modificado (5.38) serda P* y que s H no es perpendicular a los modos
de presion y h,, y h. se eligen suficientemente grandes, entonces la solucion de las
ecuaciones (5.38) estard dada por (5.47) con X, Y X. muy chicas, es decir, es

practicamenteigual a P*.

Se observa entonces, que con este método de prefiltrado, se puede hallar la solucién para
las presiones (la parte P*) libre de modos de presion a pesar que la matriz @:.K_g,l.C_ZT ) €s

singular. Una vez obtenida P, la solucion para las velocidades se obtiene resolviendo la

primera de las ecuaciones (5.34), es decir,
v=-K;[F+CTP)
Ejemplo numérico

En la figura (5.15) y (5.16) se muestran las presiones y velocidades obtenidas al resolver
con € método de multiplicadores de Lagrange con “prefiltrado” o “rigidizacion” de los
modos de presién el problema de la cavidad conducida para los dos tipos de mallas. una
formada por M x M elementos con M par, y otra formada por M x M elementos con M

impar. Se observa que para € segundo tipo de condicion de borde impuesta, s bien se pudo

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

obtener una solucién, esta solucién no es satisfactoria dado que los elementos debieron
distorsionarse demasiado para poder cumplir simultdneamente las condiciones de borde
cinematicas (g1, g2) y la condicién de incompresibilidad (impuesta en forma débil) hecho

gue da lugar a una aproximacion de las presiones pobre.

5.4. METODO DE PENALIZACION

Como se dijo antes, el mé&odo de multiplicadores de lagrange (con filtrado de los modos de
presion) es una de las formas de “debilitar” la condicion de incompresibilidad y evitar €l
problema del bloqueo. Sin embargo presenta la desventgja que para halar la solucién para
las velocidades, que son las incognitas primarias del problema, es necesario resolver
primero las ecuaciones para las presiones (5.36).*° Una forma alternativa de “debilitar” la
condicion de incompresibilidad y que tiene la ventgja que s se puede formular en términos

exclusivos de las velocidades, es € método de penalizacion.

Este método propone la siguiente forma de aproximar la condicién de incompresibilidad:

Se modifica (5.4) segln

&HVHM% ip:O
™ g A

“6 Recordar que en |as ecuaciones (5.32) se pudo despgar V de la primerade dlasy reemplazar en la segunda
para obtener d sistema (5.32) que involucra exclusivamente a las presiones pero es imposible encontrar una
ecuacion en la que aparezcan solamente las vel ocidades porque las presiones V no se pueden despgar de la

segunda de | as ecuaciones (5.32).
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donde A es una constante (grande) llamada coeficiente de penalizacion y p es la presion, y

s pide alas velocidades aproximadas (vin , Von) Y ala presion aproximada pr que cumplan
\ vy, + Von ™, ©
o dw=0 5.49
O 15 A p“g””“ (549)
paratodafuncion o, 1 Q.
El método de penalizacidén propone entonces como solucién aproximada de las ecuaciones
completas del flujo de un medio viscoso incompresible (plano) a las funciones (Vin,van)l  Un
y pnl Uy que verifican:
T T
st_h 2mD.Id.e,, dW+ ng_h M.p,.dW=

T T “
Qv bdW+ Qydv, fdG " (v, vy T Vi, (5.50)

N 5 1 l] n
QthﬂT-g_h'A_thdwzo On Qn

donde

de. T _ dvy, Tidvy, Tidvy, + ‘ﬂdVZhQ
- ﬂxi ix, Tx, x o

2h TIVl 1-[VZh 2
§'nx1 ™ B T g
M TIdvlh 4+ 2 72h 1-[dvzh

de

=n ™ 1
Tgf]:M-}-M

- ﬂxl ﬂxz
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La velocidad (vin,V2n) (junto con la presion py) debera cumplir la primera de las igualdades
(5.50) (el principio de las potencias virtuales), para que resulte una solucién aproximada de
las ecuaciones del movimiento (5.3) y la relacion constitutiva para un medio viscoso (5.2),
y deberdn satisfacer la segunda igualdad (5.50) (con A “grande’) para aproximar la

condicién de incompresibilidad.

Laiguadad (5.49) admite una interpretacion geométrica a la correspondiente a método de
los multiplicadores de Lagrange: recordando que la integra Qv p g dW es un producto

interno (p,q), laigualdad (5.49) se puede rescribir como

<aaTv1 JTv 01

=0 g,
gﬂ-xl ﬂXZ g A ph qh> O qh Qh

por lo que dicha igualdad expresa que Ai P, €S la proyeccion ortogona sobre el espacio Qn

de la divergencia de (vin,Von). Entonces, s A es grande, las velocidades (vin,Van) tendrén
una proyeccion ortogonal sobre Qn, que no es nula como en e método de los

multiplicadores de Lagrange, pero es“cas” nula

Teniendo en cuenta esto se observa que, cuando A® ¥ la proyeccion ortogona de

W , Moy

0 0 sobre Qn tendra a cero por lo que las velocidades (vin,von) tenderdn a
X %

pertenecer a K_h(ver referencia [3] y [5] que es e conjunto de funciones (vin,Von) Cuya
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. . V, V. . ., . .
divergencia % +% tiene proyeccion sobre Qn exactamente cero. Esto implica que con
X %

el méodo de pendizaciéon se obtiene velocidades aproximadas (vin,Von) que Se encuentran

tan “cerca’ de K_h como se quiera con tal que A sea suficientemente grande. Recordando
gue para que no exista bloqueo, €l espacio K_hdebe ser mucho més “grande’ que K_h (e
conjunto de las funciones exactamente incompresibles) de manera que K_h C U, ,contenga

“muchas’ funciones y no una sola o ninguna como K, CU, , se deduce que, a igual que en

el méodo de los multiplicadores de Lagrange, se debe elegir como espacio de presiones
aproximantes Qy, a formado por las funciones que son constantes dentro de cada elemento

y discontinuas entre elementos, dado que, como se demostrd antes, esta es la Unica eleccion

de Qn que proporciona un espacio K_h mas “grande’ que Ky, (para polinomios de mayor

orden resultaba K, =K, )

5.4.1. Forma matricial del método de penalizacion

Expresando a las velocidades (vin,van) T Un y a las velocidades virtuales (dvin, dvan) T Vi
como combinacion lineal de la base nj de Hy (las funciones de Hy que valen 1 en el nodo Jy
cero en los restantes) y alas presiones p, como combinacion lineal de la base fig de Qn (las
funciones de Qn que valen 1 en el nodo de presion E y cero en los restantes) (ver ecuaciones
(5.26), (5.28), (5.30) y (5.31)) y reemplazando dichas expresiones en las igualdades (5.50)

Se obtiene
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Q'.[CV-++A+P+H)=0 "Q (5.51)

donde, al igual que en e méodo de los multiplicadores de Lagrange, V y P son las matrices
(columna) de NV x 1y NPx1 que agrupan a las velocidades y presiones nodales, Kq4,_C, Fy,
Fp,_Fr, Yy H son las mismas matrices que se obtuvieron al deducir la forma matricial del
método de los multiplicadores de Lagrange, definidas en las ecuaciones (5.33), y A es la

meatriz del producto interno, definida como

Tdw

=
=

A=Q
(sendo N la matriz que agrupa a las funciones base fic de Q). Las igualdades (5.51) se

verificaran paratodosdv 1 AN y paratodo Q1 A™ sy solo si V'y P cumplen

AP=-H (5.52)

donde F=F, +_F, +_F; . Estas ecuaciones constituyen un sistema de ecuaciones lineales
para las incognitas V y P. Resolviendo este sistema se determinan los valores nodales de las
velocidad (Vin,Von) T Uny presion P, 1 Uy, que verifica las igualdades (5.50). A diferencia
del sistema obtenido con € método de los multiplicadores de Lagrange (5.34), € sistema

(5.52) puede ser escrito en términos exclusivos de las velocidades V: “despegjando” P de la
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segunda de las ecuaciones (5.52) y reemplazando en la primera se obtiene la ecuacion para

las velocidades

Ko+c Ay’ ch=-F-cT (A1 (5.53)

Resolviendo esta ecuacion se podran hallar las velocidades V sin necesidad de conocer las
presiones. Estas Ultimas se obtendrén, una vez que se conocen las velocidades, con la

segunda de las ecuaciones (5.52), es decir, con

P=(+A)"(CV +H) (5.54)

5.4.2. Método de penalizacion formulado en términos exclusivos de las velocidades:

integracion reducida

El sstema de ecuaciones (5.53), que involucra exclusvamente a las velocidades puede ser
obtenido sin utilizar explicitamente la discretizacion para las presiones p,=N'". P: teniendo
en cuenta la definicién de las matrices C Ay H (ecuaciones (5.33)) y que N' =(fi, fiz ... finp)
sendo fig las funciones base del espacio Qy que valen 1 en el elemento E y cero en los

restantes, se puede demostrar (ver referencia[12] o [16] que

_ [o] T O

—aEd_ B, | (900 MKM a%V =00 ¥ *By| o ;214(| D L =00 (5.55)

donde B,/ -, 0)yB son las matrices B, y By definidas en (5.27) evaluadas en €l
(1,9)=(0,0)

punto del elemento E de coordenadas locales (r,s)=(0,0),(]J|)¢.9=00 €S € jacobiano del
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cambio de coordenadas locales (r,s) a coordenadas globales (xi1,x;) del elemento E (e
jacobiano del sistema (x1(r,s),x2(r,s))) evaluando en el punto del elemento E de coordenadas
locales (r,s) = (0,0), M'= (110)yVy G son las matrices que agrupan a los vaores
nodales de las velocidades en los nodos interiores y en los de la frontera respectivamente.

Recordando que (ver ecuaciones (5.26) y (5.28))

vy, . v
M".(B,V +B,G) =2 +

™ %
dVT.B T M = ﬂdvlh + ﬂdVZh
I PR %

y teniendo en cuenta que la integral de cualquier funcién f(xi,x2) se puede estimar

utilizando el método de cuadratura de Gauss con un Unico punto de integracion®’ como

11

QE f (%, % )dW= c‘x‘)f (% (r,s),%,(r,s)) [ J |drds » 4(x;, X,) |(r,s):(0,0) (131) |(r,s):(0,0)

-1-1
se deduce que la sumatoria del miembro derecho de la igualdad (5.55) se puede interpretar
como laintegral

N ﬂdvl ﬂdVZh O‘ a-[vl 1-[VZh _dW
Q'g ™ ™ g g‘ﬂx1 X, g

1
4" Una integral cualquiera c‘)l f(r)dr sepuede calcular numéricamente como donde g son los Ilamados

puntos de integracion, w;, son constantes positivas y N es la cantidad de puntos de integracion utilizados. A
este método se lo llama méodo de cuadratura de Gauss. Se puede demostrar que utilizando N puntos de
integracion se puede integrar exactamente un polinomio de grado menor oigual que 2N-1. Si paraintegrar un
polinomio de grado 2N-1 se utiliza una cantidad de puntos menor que N (por |o que laintegracidon no sera
exacta) se dice que laintegral ha sido calculada con integracién de Gauss reducida. Los puntos de integracion
y las constantes w. se encuentran tabulados en funcion de N (ver por gemplo referencia [2]). Para N=1,

correspondew,=4y e=0.
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hecha con e méodo de cuadratura de Gauss con un Unico punto de integracion (o

integracion reducida). Entonces resulta

dv.CT (1 AV (CV + H)» ¢)fpin + T ] (e + 5w

Xy % Xy Xz
y la ecuacion (5.53) se podra obtener entonces a partir de laigualdad
Q%T 2mD Id e, dW-+ de, " MAM de,dW=
Qv bW+ &y dv, " 1dG " (A Vo) TV,
(haciendo la segunda integral del miembro derecho con integracion reducida). Esta dltima
igualdad es otro punto de partida con & que se puede obtener la ecuaciéon (5.53) sin

necesidad de interpolar a las presiones (sempre gque la segunda integral se resulta con

integracion reducida).
5.4.3. Convergencia dela solucion A® ¥

Cuando se planted e método de los multiplicadores de Lagrange, se vio que la solucion

para las presiones (cuando existe) se puede expresar como

P=P +b,Q, +b.Q
donde by y b son constante arbitrarias, Qn Y Qc son los modos de presion, es decir, la base
del nicleo de C"y P esla parte de P ortogonal a dichos modos de presion. También se vi6

gue la solucion para las velocidades V y para las presiones P solo existe cuando €l vector H

es ortogonal a los modos de presion y que cuando esta condicion se cumple, la parte P~ no
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puede hallarse directamente y es necesario modificar la ecuacion para las presiones en la

forma (5.38) poder encontrarla.

Con respeto a método de pendizacion, se puede demostrar que la solucion para las
velocidades y para la presion existe independientemente de cual sean H y A y que cuando
A ®¥ las velocidades V convergen a las obtenidas con & método de los multiplicadores de
Lagrange independientemente del valor de H mientras que las presiones P convergen a la
parte P* de la solucion correspondiente al método de los multiplicadores de Lagrange (es
decir, a la parte libre de modos de presién) s H es ortogona a los modos de presion y
convergen a P +bpuQu+bcQc con by y be tendiendo a infinito (es decir, a una solucién
totalmente contaminada por modos de presién) s H no es ortogona a dichos modos. Es
decir, llamado VA y Pa a las velocidades y presiones que se obtienen con € método de

penalizacion, entonces

V, %330V "HI A
R %:32® P sQ, H=0y Q. H=0

P\ %:%#4® P +b, Q, +b.Qc conb, yb. ® ¥ siQ,".H* 00 Q.".H* 0

donde V es la solucion para las velocidades que se obtiene con e método de
multiplicadores de Lagrange. Entonces, s bien con este método la solucion existe
independientemente de cual sea H, para obtener una solucion para las presiones que tenga
sentido fisico, es necesario que e vector H T ANque aparece en la segunda de las

ecuaciones (5.52) sea perpendicular a Q4 Yy a Qc. Si esto no pasa, se obtendran presiones
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formadas exclusivamente por modos de presién y una solucion de este tipo no tiene

ninguna utilidad.

Para demostrar esto, se observa que de las ecuaciones (5.52) se obtiene la siguiente
ecuacion paralas presiones

[CKICT+}A) P=-CKE+H (5.56)

Suponiendo que la solucion Pa de este sistema (al igual que la solucion P correspondiente

al método de multiplicadores de Lagrange) se puede escribir como

p- 2

a8 0
R =CA Xef e X Ty Xl

€ E=L 1]
donde Xg, X4 Y Xc son constantes,j 4 y j ¢ son los modos de presién normalizados (ver

ecuaciones (5.37)) j e son los autovectores de C.K, C" (correspondiente a autovalores | £
no nulos) que son idénticos a los de gK_dlc_T +1A(porque s jg cumple
@K_dlc_T )f_E =1 ¢ Af ¢ entonces @K_dlc_T +4 A)f . =(| . +Ai)Af_E )y reemplazando en la
ecuacion (5.56) se obtiene™

A el e +1)AF ¢+ %y 2 A, +xc AAF o =- CKLE+H

E=1

Y
S—
[—
1
(e}

“ Recordar que (CK;'CT)i =1 Al ¢y que (CK{'CT)i =0y [CK;'C

porque J , Y] ¢ son modos de presion (ver igualdades (5.41) y (5.42)).
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Premultiplicando ahora porj_jy recordando que los autovectores j g,j 1 Y | c,S0n todos

ortogonales entre s, se obtendra

S IleK(iF-H) 1£3£NP-2

—
[
+
>
X
(&)
1

Por lo tanto, la solucion Pa del sistema (5.56) esta dada por

2852 0
P = éXEfEi"'XH-fH +Xcfe (5.57)
T €Ea @ T o

con
Xe fe ek ) 1EEENP- 2
)
X, =A(f_ TH ) (5.58)
x =Afc"H)

Comparando las igualdades (5.57) y (5.58) con las ecuaciones (5.45) y (5.46) se deduce que
S H es ortogonal a j 1 Yy j c entonces Py convergerd a la solucion P del método de
multiplicadores de Lagrange cuando A® ¥, y s H no es ortogonal aj 1 Yy j ¢, entonces los
factores xy y Xc tienden a ser muy grandes y los modos de presiénj 4 y | ¢ tienden a ser las

componentes més importantes en la solucion Pa.
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5.5. PROCEDIMIENTOS ITERATIVOS PARA MEJORAR LA SOLUCION

METODO DEL LAGRANGEANO AUMENTADO

Si bien é método de penalizacion permite obtener soluciones para las velocidades V sin
necesidad de hallar primero la solucion para las presiones P (como ocurria en € método de
multiplicadores de Lagrange) presenta la siguiente limitacion: el sistema de ecuaciones para

las velocidades que se obtiene con éste método (ecuacion (5.53)) se puede reescribir como

(ks +ACTA'ClV =-F-ACTAH

(5.59)

donde € coeficiente de penalizacion A debe elegirse suficientemente “grande”’ para que la
solucion Vi obtenida con este método sea parecida a la correspondiente a método de los
multiplicadores de Lagrange, que es la solucion buscada. Sin embargo, cuando A es muy

grande, la matriz (Kd +ACT .Al.(_:) gueda numéricamente mal condicionada porque estara

formada por sumados de 6rdenes de magnitud muy distintos por lo que €l error numérico
gue se obtendra a resolver e sistema (5.59) sera muy grande. Se observa entonces que, por
un lado k debe ser grande para Vi aproxime mejor ala solucion buscada, pero por otro lado
no puede ser muy grande porgue el sistema de ecuaciones a resolver se vuelve cada vez

peor condicionado y la exactitud de Va_ es muy baja
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Para superar esta limitacion se puede utilizar €l procedimiento iterativo, denominado
método del lagrangeano aumentado (ver referencias [15] vy [28] que se resume en los
siguientes pasos.
1. Conocidas las presiones PY correspondiente a la iteracién k se calculan las
velocidades V&Y correspondientes a la iteracion k+1 mediante e sistema de
ecuaciones

(Ko +CT(FA) VD +cT PO = ECT(2A) T H (5.60)

S

Utilizando ahora un parametro A “chico” para que este sistema no quede mal

condicionado.

2. Con las velocidades VY se actualizan las presiones segtin

P =p® 4 (LA [cy®D + 1) (5.61)
Este algoritmo iterativo se inicia con P®=0, por lo que las ecuaciones (5.60) y (5.61)
guedan idénticas para las primera iteracion a las correspondientes a método de
penalizacion (ecuaciones (5.53) y (5.54)) y entonces VIV y P® seran idénticos a la solucion
Vi Yy Pa que se obtiene con e método de penalizacion con A “chico”, y se finaliza cuando
cierta medida del error de VI y P® es chica Las ecuaciones (5.60) y (5.61) se pueden
reescribir en forma mas compacta como
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(comparar con las (5.52). Con este procedimiento se evitan los problemas de ma
condicionamiento de la matriz del sistema (5.59) que se presentaban con € méodo de
pendlizacion porque se utiliza un coeficiente de penalizacion A chico (y entonces la matriz
del sstema (5.60) estara formada por sumandos de ordenes de magnitud parecidos) y se
puede demostrar que la solucion V& y P que se alcanza después de k iteraciones converge
cuando € numero de iteraciones es grande (cuando k® ¥ ) a la misma solucion que se
obtenia con el método de penalizacion para A®¥: las velocidades V® tienden a las
velocidades V correspondientes a método de multiplicadores de Lagrange(con
rigidizacion) independientemente de H v la solucidn para las presiones P% converge a la
parte P de las presiones correspondientes a este Gltimo método (la parte ortogonal a los
modos de presion Qu Yy Qc ) y H es ortogonal a Qn y Qc  mientras que converge a P +by
Qu + be Qccon by y be muy grandes (tendiendo ainfinito) en caso contrario, es decir,

VARRZE7ZRY, "HI AN
PY %350 P Q. " H=0y Q. "H=0
P %%4® P +b, Q, +bcQc conb,, yb ® ¥ sQ,"H*00Q;"H* 0

La demostracion de esta afirmacion es andloga a la hecha al estudiar la convergencia de la
solucién del método de penalizacion Vi y Pa para A® ¥ : despejando V™ de la primera
de las ecuaciones (5.62) y reemplazando en la segunda se obtiene la siguiente ecuacion

recursiva paralas presiones

(CKCT +3AIPEY =CRGE +H 4

AP® (5.63)
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Si se supone que las solucion PY y P**Y correspondiente a las iteraciones k y k+1 puede

escribirse como

a8 2

El

P = &3 xOf 2+ xF , + x1f
~g

P(k+1) _%0 X(k+1).|:
e E =1

X(k+1).|: + XCk+l).|:

es decir, como combinacion lineal de una base comin (la base de autovectoresfg, fruy fc

de C. Kd ch+i + A(que son idénticos a los Q.Kc;l.QT )) pero con constantes distintas para

cada iteracion  (xPx{? x ) ylet) gy

para P“yx¢ y x&? para P“*)entonces

reemplazando en la ecuacion (5.56) se obtiene

&%
g k+1 S k+1 k+1 —
6 X e +2)AT g+ XD AT, +XEVEAL =
€ E=1 u
1 6 °
=-CK S F+H+eQ x#Af g+ x(O 4 Af , +xOLAf ¢
€E=1l u

y premultiplicando porf [,f | yporf  se obtendra (recordando que los autovectores

f f_H yf_C son todos ortogonales entre si)

—_

s+ A = f TICKGLE - HJ+£x{0 1£JENP- 2
] _J M /AN

X —f T 1 5 (k)
Xy o =ty H+ 3y

> >|H

L (et =f. TH +Aix(ck)

Las igualdades anteriores permiten calcular en forma recurrente a los constantes

X9, x( y x correspondiente a cada iteracion k. Rescribiéndolas en la forma
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K

-f,"ICK:XF-H
Xk = J Ll_d— —)_i( () ng)) 1£EJENP- 2
J ]

XI(-|k+l) =Af , TH +$_||<)

X(Ck+1) :Ach-ﬂ+X(ck)
se deduce en primer lugar que cuando € numero de iteraciones k tiende a infinito,

-1,"[CK E- H)

paa 1£ J £ NP-2 porque la diferencia

x}") tenderd a I
J

(x}'“l) - x}")) tiende a cuando X\’ converge. En segundo lugar se observa que si f". H=
fc'. H=0y s, como se dijo antes, comienza a iterar con P”=0 con lo que x”x® serén
nulas, entonces resultara X = x = Opara todo k. Por ultimo se observaquesi f,'. H* 0

ofc' . H! 0 entonces para cualquier par de valoresiniciales x”y x” se obtendra

I[x,g“ =K(Af,, " H) +x{

| <
X =k(Af T H) +x?
gue tiende a infinito cuando e nimero de iteraciones k tiende a infinito. Por lo tanto, la

sucesion PY de presiones que verifican el sistema (5.63) para todo k esta dada por
p-2 ..
p® = Sé'é XI(Ek)f_Eg-'- XOF, +x0f (5.64)
€ E=1 a

con
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-f,"[CK;“F- H)

para 1£E EE£ NP- 2

(k) () T T
X' ® 0yx’® 0sQ, H=0yQ .H=0
X' ® ¥ox’® ¥s Q. H*0yQ ' H®O respectivamente (5.65)

Comparando las igualdades (5.57) y (5.58) con las ecuaciones (5.45) y (5.46) se deduce que
s H es ortogona a fy y fc, entonces PY se acerca a la solucién P del método de
multiplicadores de Lagrange cuando €l nimero de interacciones es grande mientras que s
H no esortogonal afy y fc entonces PY tiende a P’ + xy i + Xc f ¢ con factores x4 y Xc
muy grande y los modos de presion tienden a continuar cada vez mas la solucién a medida

gue &l numero de iteraciones k aumenta.

Ejemplo numérico

Para complementar e andlisis se resolvi6 también con € méodo del lagrangeano
aumentado e problema de la cavidad conducida para las distintas condiciones de borde
mostradas en la figura (5.14) y para malas de distinta cantidad de elementos. Las
soluciones obtenidas se muestran en las figuras (5.19) y (5.20). Se observa que para el caso
de condiciones de borde tipo b) (ver figura (5.14)) y para malla formada por un numero par
de elementos en cada lado (caso para € cua e vector H no es ortogonal a los modos de
presion fy y fc ) se obtiene una solucion para las presiones con una participacion de los

modos espureos importante.
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5.5.1. Lagrangeano aumentado con prefiltrado o rigidizacion de los modos de presion.

El método del lagrangeano es una alternativa para superar € problema del mal
condicionamiento de la matriz del sistema (5.56) para coeficientes de penalizacion grande
A Sin embargo, cuando H no es ortogonal af 4 y f c no permite encontrar solucién paralas
presiones. Una dternativas para solucionar este inconveniente es modificar a la ecuacion
recurrente de las presiones (5.63) en una forma andloga a la utilizada en el método de
multiplicadores de Lagrange con “prefiltrado” o “rigidizacion” de los modos de presion, es

decir, sumando a la matriz de dicho sistema de ecuaciones el término hy Afy fu' A +he

C —
=CKGF+H+1APY (5.66)

Se puede demostrar (usando € mismo razonando que se utilizé para deducir las igualdades

(5.57) y (5.58)) que las presiones P® que se obtienen con este nuevo algoritmo estén dadas

por
p- 2 A

p® =§é XI(Ek)f_Eg-l- XI(-|k)f_H +X(Ck)f_c (5.67)
E=1

con
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n

; f_ET.(Q._(',l-_' ﬂ)para1£E£ NP- 2

XM @ = (5.68)

Se observa gue se obtiene la misma solucién que con el método del lagrangeano aumentado
cuando f " . H =f " . H =0 (es decir, P¥ tiende P cuando k tiende a infinito) pero con éste
nuevo método también se obtiene la solucion P° del método de multiplicadores de
Lagrange (es decir, una solucién libre de modos de presién) cuando f HT .Hf, QT .H10

T T
fiy .ﬂyf_c H

— sean

sempre que se elija hy y he lo suficientemente grandes como para que

despreciables. Por lo tanto este algoritmo iterativo es efectivo incluso en éste Ultimo caso.

El agoritmo iterativo del lagrangeano aumentado con “rigidizacion” o “prefiltrado” de los
modos de presion f 1 y f ¢ se completa con una ecuacion recursiva para las velocidades a la
correspondiente al método del lagrangeano aumentado sin rigidizacion, es decir

Combinando las ecuaciones (5.66) y (5.69) este nuevo procedimiento iterativo se puede

reescribir como
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Kd ._(k+l) +(_:T -E(k+l) =-F (570)

CV D +(LA)IPHY =2 H 1 AP®

donde

J=1 +A;1Hf f T.A+Ancf

T
fufy fofc' A (5.71)

o bien, despejando P**Y) de la segunda y reemplazando en la primera, como

v o ~1
T -1zl A0 O (k+12) T (k):_ _~T 5-1 el 7O
gkgCl +3 gaéc_:gy +clp F-cTJ .gab H

pk+D) —p(K) 4 5- 1_§_£\g 1.§.\1(k +1) +ﬂ% (5.72)

donde J™'es lainversa de J (definida en (5.71) cuya expresion explicita es

31 :(l+Ath_H-f_HT-A+Ahcf_c-f_CT'—)-l =

fofc A (5.73)

(es decir, no es necesario invertirla numéricamente porque su expresion explicita es

conociday se puede calcular directamente).

El agoritmo del lagrangeano aumentado con “prefiltrado” o “rigidizacion” permite
entonces obtener solucion para las velocidades V' y la de las presiones P’ libre de modos de
presiéon independientemente de cudles sean las condiciones de borde cinematicas (g1, 92), €S
decir, de cual sea € vector H y sin que existan problemas de mal condicionamiento de la

matriz del sistema, ya que la solucion P% converge a P’ cualquiera sea e coeficiente A por
HH A H ” H % T = 1; ! O
lo que se puede utilizar un A “chico”. La nueva matriz 8 d C' +J "= Al .C+ tampoco

o [
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gqueda ma condicionada cuando hy y hc son muy grandes porgque los factores

Ahy yﬂ que aparecen en la expresion que define a J* (igualdad (5.73)) son de orden
1+h, ~ 1+h,

de magnitud 1 cuando hy y hc son “grandes’.

5.6. CONCLUSIONES ACERCA DEL COMPORTAMIENTO DE LAS TECNICAS
NUMERICAS UTILIZADAS PARA [IMPONER LA CONDICION DE

INCOMPRESIBILIDAD UTILIZANDO ELEMENTO MIXTO Q1- PO

En este capitulo se han presentado distintas alternativas para superar los problemas
derivados de la condicion de incompresibilidad que se presentan en € modelado numérico
del flujo plastico de metales utilizando elementos finitos mixto del tipo Q1- PO
(cuadrilateros con interpolaciéon bilineal de velocidades (orden 1) y congstante para las
presiones (orden 0)). Las técnicas utilizadas para la imposicion de la incompresibilidad han
sido:

Multiplicadores de Lagrange

Multiplicadores de Lagrange con rigidizacion de los modos de presion

Penalizacion

L agrangeano aumentado

Lagrangeano aumentado con rigidizacion de los modos de presion
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Las principales conclusiones que se pueden deducir acerca del comportamiento de las

técnicas numéricas implementadas son las siguientes:

1. Técnicade los multiplicadores de Lagrange

Solucién para las velocidades

- Existey esunaunica solo cuando H.Qy =0y H.Qc=0.

- No esposble encontrarlasi H.Qu* 00 H.Qc?* O.
Solucién para las presiones :

- Existe solo cuando H.Q4 = 0y H.Qc = 0. Sin embargo, dicha solucién no
puede hallarse debido a que la matriz del sistema de ecuaciones resulta no
inversible.

- CuandoH.Qu* 00 H.Qc* 0lasolucion paralas presiones no existe.

2. Técnica de los multiplicadores de Lagrange con rigidizacion de los modos de
presion (figura5.15y 5.16)
Solucién para las velocidades
- Existe y puede ser hallada independientemente del valor H. Sin embargo
esta solucion resulta poco satisfactoria en ciertos problemas debido a la
pobreza de la interpolacion utilizada (es decir, debido a las limitaciones

inherentes a elemento Q1-PO).
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- Este méodo no puede ser formulado en términos exclusivos de las
velocidades. Para hallar la solucion de las velocidades es necesario encontrar
primero la solucién para las presiones
Solucién para las presiones

- Cuando H.Qy = 0y H.Qc = 0 se obtiene una solucion libre de modos de
presion.

- Cuando HQn * 0y HQc * 0 se obtiene una solucion con solucion
participaciones altas de los modos de presion.

3. Técnicade penalizacion (figuras 5.17 y 5.18):
Solucién para las velocidades

- Cuando A®¥ tiende a la solucion para las velocidades que provee €
método de multiplicadores de Lagrange con rigidizacion de los modos de
presion.

- Puede ser obtenida sin encontrar antes las solucion para las presiones. Estas
Ultimas se pueden halar a partir de las velocidades con poco esfuerzo de
célculo.

- Cuando @ coeficiente de penalizacion A es muy grande, la matriz del
sstema resulta muy mal condicionada. Esto hace que, en problemas de
muchos grados de libertad, la exactitud de la solucion numérica obtenida sea
limitada.

Solucion paralas presiones
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- Cuando H.Qu= 0y H.Qc = 0, la solucion para las presiones no incorpora a
los modos de presion y tiene cuando A® ¥ a la solucién que se obtiene con
técnica de los multiplicadores de Lagrange depurada de los modos de
presion Qu y Qc -

- Cuando HQu?! 0y H.Qc' O, se obtiene una solucion con participaciones
muy altas de los modos de presion cuando A® ¥ (los factores de peso de los

modos de presion Qy y Qc en la solucion resultan proporcionalesaA).

4. Técnicadel Lagrangeano aumentado (figuras 5.19 y 5.20)
Solucién para las velocidades

- Cuando e numero de interacciones k tiende a infinito, la solucién para las
velocidades gque provee esta técnica a coincidir con la correspondiente al
método de pendizacion con A® ¥ .

- Debido a que se trata de un método iterativo, el esfuerzo de calculo es mayor
gue el correspondiente a la técnica de penalizacion.

- Sin embargo, una importante ventagja de esta técnica respecto a método de
pendlizacion y que justifica € mayor costo de célculo, es que la matriz del
sistema de ecuaciones no resulta mal condicionada y la solucion para las
velocidades que se obtiene resulta entonces de una exactitud mucho mayor.

Solucion paralas presiones
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- Se obtienen soluciones libres de modos de presién cuando € ndmero de
interacciones k tiende ainfinito y cuando H.Qn= 0y H.Qc= 0.

- Cuando HQu!' Oy H.Qc?! O se obtiene, cuando e numero de interacciones
tiende a infinito, soluciones para las presiones totalmente contaminadas con
modos de presion (los factores de peso de los modos de presion Qn y Qc en

la solucién resulta proporcional al nimero de interacciones k).

5. Técnica dd Lagraneano aumentado con rigidizacion de los modos de presién
(figuras 5.22 y 5.23).

Solucién para las velocidades

- El comportamiento de la solucion para las velocidades cuando €l nimero de
interacciones k tiende a infinito es idéntico a correspondiente a la técnica
del lagrangeano aumentado sin rigidizacion.
Solucién para las presiones

- Cuando H.Qn = 0y H.Qc = 0 se obtiene la misma solucion que en € caso
del método del lagrangeano aumentado sin rigidizacion, es decir, una
solucion libre de modos de presion.

- CuandoH.Qu! 0y H.Qc' 0 seobtiene la misma una solucién con un aporte
minimo de los modos de presion y sin introducir mal condicionamiento en

las matrices resultantes.
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Es importante destacar que la técnica del Lagrangeano aumentado suplementada con la
rigidizacion de los modos de presion parece ser la técnica 6ptima (dentro de las
limitaciones inherentes a la interpolacion utilizada (elemento Q1-PQ)): proporciona
soluciones tanto para las velocidades como para las presiones independientemente del valor
de H y sin problemas de mal condicionamiento de la matriz del sistema. Sin embargo,
cuando se utilizan mallas que tiene geometrias mas generales que las utilizadas en los
gemplos presentados en este capitulo (es decir, mallas con elementos distorsionados (ni
cuadrados, ni rectangulares)) y para las que no es posible conocer a priori la expresion

formal del modo de presion esplreo Qc, esta técnica requiere un célculo de los autovectores

de lamatriz C' K;*C (por lo menos de los autovectores asociados a los autovalores nulos)

gue encarece exageradamente €l costo de la solucién numérica del problema.
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6. ANALISISDE LA LOCALIZACION DE LA DEFORMACION PLASTICA

Como se dijo en la introduccion, la deformacion plastica de un metal ductil
inicialmente se produce de forma que las velocidades varian suavemente dentro del
metal y e estado de deformacién (o mas precisamente, € estado de velocidades de
deformacion e;) es continuo. Sin embargo, cuando las tensiones alcanzan un
determinado valor critico, este patron de deformacion continuo cambia
repentinamente a un modo de deformacién localizado donde toda la deformacion se
concentra en una banda angosta fuera de la cual € material permanece practicamente
sin deformarse. Las velocidades de deformacion e; (o lo que es 1o mismo, € gradiente
de velocidad) pasan a ser entonces discontinuas a través de la superficie que separa a
la banda del material adyacente. Como dentro de la banda predominan
deformaciones cortantes tangenciales a la interface que separa a la banda del resto del
material, cuando se produce este cambio abrupto del patrén de deformacion, se dice
gue la deformacién plastica se ha localizado en una banda de corte (shear band). Este
modo de deformacion localizado cambia totalmente € comportamiento mecanico

macroscopico del metal, y s persiste, puede ser precursor de fractura.

En este capitulo se estudia la localizacion de la deformacion plastica en bandas de

corte cuando las deformaciones son planas. Se analiza para este caso, bajo que
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condiciones es posible obtener como solucién de las ecuaciones diferenciales que

gobiernan el flujo del
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metal (ecuaciones que fueron introducidas en € cuarto capitulo), los dos modos de
deformacion que se preveen experimentalmente, es decir, é modo de deformacién
suave y € modo de deformacién discontinuo y s es posible representar ambos modos

de deformacion con las herramientas numéricas estudiadas en € capitulo anterior.

6.1. FORMULACION DE FLUJO PARA UN ESTADO PLANO DE DEFORMACION

Para simplificar € estudio de la localizacion se considerara exclusivamente € caso de
deformaciones planas. Como se dijo en € capitulo anterior, se define como
deformaciones plana a aquella para la cual una de las componentes de la velocidad
(por g emplo v3) es nula mientras que las otras dos componentes (v1 y V») y la presion p
no dependen de la direccion x3 (que es la direccion sobre e cual €l vector velocidad

tiene proyeccién nula). Es decir:

_i_Vl :V1(X1’X2) U

Lo _ 3

I V, =V, (Xlixz)_y

v, =0 b

P = p(X,X,)
El modelo de material elegido para analizar la localizacion es € modelo rigido-
viscopléstico de Perzyna asociado a la ley de fluencia de Von Mises (ecuacion (4.7))
gue esta caracterizado por una ley congtitutiva andloga a la correspondiente a un
fluido viscoso no newtoniano (ecuacion (4.7)). En € cuarto capitulo se formularon las

ecuaciones que rigen la deformacién de un metal caracterizado por esta relaciéon

constitutiva (ecuaciones (4.5), (4.6),(4.7.),(4.8) y (4.9) para € caso de deformaciones
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tridimensionales. Si se supone que las deformaciones son planas, entonces dichas
ecuaciones adquiriréan la siguiente forma:

Condicion de Incompresibilidad:

X, ‘Isz
Relaciones cineméticas:
£, = —% (6.2)
%,
%,
6, = 1 8[-!|1vl + v, ‘Hv2
2 ﬂxz ﬂx’l 4]
€13 =83 =855 =0
Relacion constitutiva:
S, =2mey, (6.3)
S,, =2,
Sy, =2Mmy
S3=5S4= =0

donde la velocidad 2mest4 dada por

)
=
[WRE "Q:\.a

Q Il O

n

DO

&
Q.+
o S+(©) €
B4,

sendo sy (e) la curva tensién deformacion del ensayo de traccion estético, h"yd

parametros que definen al material y d; € segundo invariante principal del tensor

velocidad de deformacion e; que en este caso esta dado por:
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d, = %(8121 +eo, + 28f2)

Ecuaciones del movimiento para un régimen estacionario:

sy, T8, T (6.4
™ X X

ﬁ-{-ﬂi-{-ﬂzo
™ X 1

Relacion entre deformaciéon equivalente € y la velocidad de deformacion e

(cuando del movimiento es estacionario):
1111_2“ +1‘]1_va2 :%\/d_z (65)

Las dos ecuaciones (6.4) con las tensones dadas por las (6.3) y las velocidades de
deformacion dadas por las (6.2) junto con la condicion de incompresibilidad (6.1) y la
relacion deformacion equivalente-velocidad de deformacion equivalente (6.5)
congtituyen un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales para las cuatro incégnitas
ViVe, P Y €Yy son las ecuaciones que describen la deformacion plastica de un metal
(caracterizado por la ley congtitutiva rigido/viscoplastica de Perzyna asociada a la ley
de fluencia de Von Mises) cuando las deformaciones son planas. Al igual que en €
caso tridimensional, S se supone que sy (e)=cte, es decir, que € material no
experimenta endurecimiento por deformacion, entonces la viscosidad 2m resulta
independiente de la deformacién equivalente ey la cuarta ecuacion (la ecuacién (6.5)
gueda desacoplada de las tres anteriores que congtituiran entonces un sistema de tres

ecuaciones para lastresincognitas vy, vz, p.
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6.2 EXISTENCIA DE SOLUCIONES DISCONTINUAS

Como se dijo antes, la localizacion de la deformacion plastica es un cambio repentino
de un patron de deformacién suave (donde la velocidad de deformacién es continua) a
un patron caracterizado por la presencia de una discontinuidad en la velocidad de
deformacion (y por lo tanto en € gradiente de velocidades) a través de ciertas curvas.
Se estudia entonces s es posible obtener una soluciéon discontinua de las ecuaciones
formuladas en la seccién anterior. Se entiende por solucion discontinua del sistema de
ecuaciones (6.1), (6.2), (6.3), (6.4) y (6.5) atravésdeuna curva Ga aquella que cumple

las siguientes dos condiciones (ver referencia [8]):

1. A ambosladosdelacurva Gse satisfacen todas las ecuaciones diferenciales.

2. Al menos una de las derivadas ™ es discontinua (es decir, pega un salto) a

x,

travésde G.

Para ver s es posble la existencia de soluciones discontinuas de las ecuaciones
diferenciales de la deformacion plana, se hace lo siguiente: sustituyendo la relacién
constitutiva (6.3) en la ecuacion del movimiento (6.4.) para eliminar lastensioness; de

dichas ecuaciones se obtiene:

)l )l fip
—(2me, )+ —(2me, )+ — =0
o e o (ere)+
il il fip
—(2 +—|(2 +—=0
g e+ o (ere) e 2

o bien,
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Zm& + ﬂ(Zrn) e, + Zmﬂe_lZ + MQ + E =0 (6.6)

12

™ X ™ 1% Iix,
Zm& +_‘|](2m) e, + 2m.”e—22 + _'H(Zm) e, + T _ 0
™ % ™% % 1%,

S se supone que € material no experimenta endurecimiento por deformacion, es

decir, que sy (€)=Cte, entoncesla viscosidad 2mestara dada por

) S0
¢ . ®/d, ¥
A& =T =+
s ¢ &N o=
2m: y € 4]

V3,

y laderivada M sera
X

1

&

881-1 ‘32; -1
7(2m) _ 1(2m)1d, _ s, €d Nng 19d,_
™ 1d, T 3 Jd, 2d, fx,
: ¢ ®m/d, 0" G
¢ T G
@ s & ° 5 s, 141710
& 53 Jo  d+3yd 02,
e u
é (

é U
e u

0 bien, llamado 2m, al termino S—Yi( gue es la viscosdad que corresponde a

V3d,

nNn®¥) 'y recordando  que dZ:%(sfl+s§2+Zsfz), por lo que
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1% =2 ﬂ811+ ﬂfizz +28ﬂ8129
d g u2d T INGE YI

*
para simplificar € andlisis se considera el caso de un material parael cual h ® ¥ |
es decir, un material cuya tenson de fluencia no depende de la velocidad de

deformacion. En este caso, la viscosidad 2mesta dada por

1
2m=2
y laderivada fiem sereduce a:
X
1(2m) _2m, 1 a%ﬂﬂeﬂ+e 'ﬂe22+2e Te, O
T, 2d, & X, X ™
Sustituyendo la expresion anterior de la derivada %en las ecuaciones (6.6) y

agrupados términos se obtiene:

ﬂ811+ﬂ812_ 8113% ﬂ811+ 22ﬂ2+2 fler

e, X 2d2§ ix X ix ;

i e & e te ﬂ822+2 T[Slz = 1 T[p
g X, 22 X, 1TXz g 2m T[Xl

ﬂglz + 1.[822 &12 a;‘ ﬂgll +e 22 T[ 22 2 T[ .
T[Xl T[Xz 2d g ix X T[Xl 1TXl ﬂ

_En §11 Ty, e, Tes, + 2, ﬂelz o, 1 1 ﬂp
2d, Tix, Tix, PG 2m T

y utilizando las relaciones cinematicas (6.2) para expresar a estas ecuaciones en

términos de las derivadas de las componentes de la velocidad sellega a
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a]a__ Tess Qﬂzvl  2enep v +aja__ Tera Qﬂzvl
é d, 5% d,  Tx 1%, é d, 5%
_ tnép 1%V, ) utntn 17V _ Enéy 1%V, +. 2 E:o (6.7)

d, % d,  x %, d, ™ 2m Tx
_ Epén 1V, _ Epénép 1°v, _ Exfp 1°v,

d ' dy T,  dp T

& 0.2 52 2 2 Ha2

+§1- lew 9V, 20 TV, +§1- e TV2 2 TP g
d2 bﬂxl d2 T[Xlﬂxz d2 bﬂxz ané T[Xz

Estas ecuaciones (junto con la ecuacién de incompresibilidad (6.1) son las ecuaciones
que describen la deformacion de un metal caracterizado por la ley constitutiva

rigido/viscoplastica de Perzyna con s (€)= cte. (es decir, material sin endurecimiento

por deformacion) y n' ® ¥ (es decir, material para € cual la fluencia no depende de
las variaciones de la velocidad de deformacion), expresadas en términos de las

componentes dela velocidad (v1, v2) y dela presion p (ver referencia [8].

Si se supone ahora que en todos los puntos de cierta curva son Gson conocidas ambas
componentes de la velocidad, la presiéon y la derivadas de ambas componentes de la
velocidad en la direccion normal a la curva G, es decir (Ilamando X; y X, a las
direcciones tangencial y normal a la curvay (vi, v») a las componentes de la velocidad

en dichas direcciones (ver figura (6.1)), S se supone que en todos los puntos de la

™

, entonces también seran conocidas las
>~ 91X,

curva Gson conocidas vi, Va2, p

derivadas de todas estas magnitudes respecto a la direccion tangente a la curva G(la

direccion x;), esdecir, también serén conocidas
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™ Ty Ty
™ I
™, TV, TV,
™ e me
fp Tp Tp
A P
™, Tv, Ty
T DETX, TCTX,
v, Tv Ty,
T, " T, T,

Se pretende ahora establecer que condiciones se deben cumplir para que, conociendo

™

2 2

Vi1,V, P (y todas sus derivadas respecto a x;) sobre la curva Gy sabiendo que

ViV, y p deben cumplir las ecuaciones diferenciales (6.1) y (6.7)*, se puedan
determinar v,V y p afuera de la curva G,(es decir, que condiciones se deben cumplir
para que se pueda “propagar” la informacién conocida sobre la curva Gafuera de la

misma).

Para que las velocidades v; y v, y preson p afuera de la curva Gpuedan ser

determinadas hace falta conocer ademas de vi,v» p, M,My todas sus derivadas

ix, T
respecto a xi, los valores de las derivadas de vi,v» p en la direccion normal a la curva

G (ladireccion x; ) esdecir

! Las ecuaciones (6.1) y (6.7) son vélidas para cualquier sistema de coordenadas cartesiano ortogonal y en particular para el
sistema cartesiano ortogonal dado por las dir ecciones tangente y normal ala curva.
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> I3

Figura 6.1: Curva Caracteristica

Dado que s P es un punto de la curva G,(ver figura (6.1)), y Q esotro punto que se
encuentra a una distancia Dx,(en la direccion normal a la curva G, es decir, la
direccion x;) del punto P, entonces (utilizando los desarrollos de Taylor)

1Ty,

v, 17° \Z1 3
v;(Q) = Vl(P)+1.[_(P)DX +5 0 > ( P)(Dx,)? +3 0 (P)(Dx,)” +...
‘|Tv2 19?2 v2 1T, 5
v,(Q) = Vz(P)+ (P)DX +2| ™ (P)(Dx,)? +§ 0 (P)(Dx,)” +...
_ 197°p 1Tp .
p(Q) = p(P)+‘IT 2 (P)Dx, + > 0 — (P)(Dx, )? + 3 e (P)(Dx,)” +... (6.8)
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Luego, para conocer los valores de vi(Q) v2(Q)y p(Q) hace falta conocer solamente €

valor de las derivadas de respecto a la direccién normal x, (de todos los 6rdenes). Para

2 2
conocer las derivadas segundas de la velocidad .21\21 : l \22 y la deriva primera de la
X2 2
2 2 2 2
presion Een la direccion x, se observa que como l \21 v ,ﬂ sz , TV, Eson
X, DM I I %, X

conocidas sobre G, entonces las ecuaciones (6.7) se pueden reescribir (poniendo los
términos desconocidos en e miembros izquierdo y los conocidos en e miembro

derecho) como™

e 2 §e2 2

él- g_ﬂiﬂ \21 G R| sz = terminos conocidos
d2 éﬂXz dz T[Xz

€ E1p ﬂzvl +a_»al_ i?ﬂZVZ +i£

T, e S dine  2m 1

= términos conocidos (6.9)

Derivando la condicion deincompresibilidad (6.1) respecto a x, se obtienelarelacién

1%V, — 1%V,
™o % 1%,

(6.10)

donde nuevamente se escribe en e miembro izquierdo € término desconocido y en €

derecho € conocido. Estas tres ecuaciones alcanzaran para determinar los valores de

2 2
1 \21 : 1 sz TP conociendo los valores del resto de las derivadas de orden 2, sempre
R SR [V 9

gue € determinante de los coeficientes que acompafian a dichos términos sea distinto

decero. Esdecir,

2 Recordar que los términos que se su pusieron conocidos son todos aquellos donde aparecen vy,v,, p, M = M o cualquierade

e X

sus derivadas respecto a x;.
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5
o bien, 22 gi '9—1291 0

28 Oy
. . 1% T
Entonces, la condicion para que, conocidos los valores de vy,V,p, L 1]_2 sobre la
X2 X2
2, 2, 2, 2,
V, V, V. V.
curvaG (y por lo tanto los valores de Tv, v I, TV, m, se puedan

™I, T, ~ T

determinar losvalores de —-,—>y—
™ I - Ix

2, 2,
v, °V. .
TV, TV, yﬂp , s que la componente tangencial a la curva
2

Gdelavelocidad de deformacion ¢, verifiqgue en cada punto dela curva

& 20
é - 2—12%1 0 (6.11)

Para determinar las derivadas de la velocidad respecto a la direccién normal x, de
orden mayor a2y lasdela presion de orden mayor a 1, se puede derivar respecto a x;

las ecuaciones (6.9) y (6.10) y aplicar el mismo razonamiento que se utiliz6 para

. v, 1>, Tp .
obtener las derivadas —,— y——. Se puede demostrar (ver referencia [8] y [27]
e MG "

gue los datos conocidos sobre la curva Galcanzan para determinar dichas derivadas

(lasde mayor orden ) solo s se cumple una condicién idénticaala (6.11).
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2, 2
: : , v, TV,
Resumiendo entonces, s sobre la cierta curva Gse conoce vz, V2, p, .ET 21,1]” =, (lo que
X2 X2

implica que también seran conocidas las derivadas respecto a la direccion tangente x;
de todas estas magnitudes), entonces se podra conocer también, (sabiendo que la
velocidad y la presion deben cumplir las ecuaciones diferenciales (6.9) y (6.10) los
valores de las derivadas respecto a la direccion normal x, de vi,v» y p sSempre que
sobre la curva Gse verifique la condicion (6.11). Una vez que se conocen dichas
derivadas en la direccion normal a G, se podra generar una unica solucion de las
ecuaciones para cualquier punto ubicado en una regién adyacente a la curva G(a
través de las expansiones de Taylor (6.8)). Reciprocamente, s sobre cierta curva Gla

condicion (6.11) no se cumple, esdecir, s en todo punto dela curva se verifica que

& 20
é ‘2 1= (6.12)
d; 5
entonces los valores prefijados de vi,vo p, M v sobre dicha curva no seran
X, X,

suficientes para determinar la solucion de las ecuaciones en una regiéon adyacente a la
curva. Las curvas a lo largo de las cuales se verifica la condicién (6.12) se denominan
curvas caracteristicas. La informacion conocida sobre estas curvas no influyen en los

puntos adyacentes a las mismas.
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Teniendo en cuenta este analisis, se deduce la siguiente conclusion respecto a s es

. . . ., . . . \"
posible 0 no la existencia de una solucién discontinua en algunas de las derivadas ™M

fx,

de las ecuaciones planteadas en la seccion anterior: Una solucion discontinua puede

existir solo s la curva Galo largo de la cual alguna de las derivadas % es discontinua,
X.
J
. V. .
€s una curva derivadas ™ (o a menos una de €ellas) tiene un valor dado de un “lado”

i
de la curva, y otro valor de otro “lado” y como las curvas caracteristicas tienen la
propiedad que la informacion dada sobre ellas no influyen en los puntos adyacentes a
la misma, entonces una solucién de este tipo solo es posible si la curva € gradiente de
velocidad es discontinuo es una curva caracteristica. Si la curva no fuera una curva

caracteristica, entonces existe una Unica soluciéon en la region adyacente a la curva, y

™M

]

ninguna de las derivadas puede pegar un salto a través de misma (ver referencia

[8]).

Para un material rigido/viscoplastico que no tiene endurecimiento por deformacion
(es decir s, (e)= cte) y para €l cual la fluencia no depende de las variaciones de la
velocidad de deformacion, (esdecir n' ® ¥ ), la condicion para que cierta curva Gsea

una curva caracteristicas (y por lo tanto la curva a través de la cual puede existir una

solucién discontinua) esta dada por laigualdad (6.12), es decir

B0,
d; g
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v, + V2 ﬂvz

donde ¢, g _y X1 Y X2 son las direcciones tangente y normal a la curva

G(ver figura (6.1)). Llamando 1 y 2 a las direcciones principales, ¢y ¢,a las

componentes principales del tensor velocidad de deformacién, y (ni,ny) a las

componentes del vector normal n a la curva caracteristicas Gen las direcciones

principales, entonces la componente ¢, estara dada por:

& 0.
&1 Opey O

ey Nyde K =™ (5 - 2 )N,
SO 21 20

y e invariante d, ser&

_1lxe2. 2%
dy =581 5,

Lacondicién para que la curva Gsea una curva caracteristica es entonces

que, observando que por la condicion de incompresibilidad, ¢ +¢, =0por lo que se
verificala siguiente identidad.

(82 - .91)2 =sf - 26‘182 +s§ = 2(sf - sg) - (.91 - 82)2 = 4d2
sereduce a:
1- 4n’nZ =0
Teniendo en cuenta que ademés n’+n’ =1se deduce entonces que la condicién

anterior se satisface para aquella curva Gecuya normal tiene las direcciones
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el 16 1 1906

§2' 258 N2 20
referidasalasdireccionesprincipalesly 2.
Por lo tanto, para un material caracterizado por la ley congtitutiva viscoplastica (6.3)
con s, (e)=cte. (es decir, sn endurecimiento por deformacion) y para e cual la
fluencia no depende de las variaciones de la velocidad de deformacién, (es decir
n ® ¥ ), existen dos familias de curvas caracteristicas. Dichas curvas forman en cada

punto un angulo de +45° con las direcciones principales de las velocidades de

deformaciong; (y con las de latensidns ;). Para este tipo de curvas orientadas a +45°
delasdireccionesprincipalesde ¢;y s ; .

Para un material para € cual s (€)= cte pero n" esfinito, es decir, un material cuya

fluencia s depende de la velocidad de deformacion y cuya viscosidad esta dada

entonces por

se puede demostrar, (haciendo un razonamiento idéntico al hecho hasta ahora para

los materiales para los cuales n' ® ¥ y2m, :ST;%) gue la condicién para que
2

cierta curva Gcuya normal respecto a las direcciones principales es (n1,n2), sea una

curva caracteristica es
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o bien, (recordando que n? +nZ =1

11\/T 1- oM
2 d 2m

2

1+ |1 |1. 2™

2 _ d 2m
n? = 5

6.3 Ejemplo: Localizaciéon de la deformacion plastica en una probeta compacta sometida a

unatraccion pura.

Para completar € analisis hecho en la seccién anterior, se considera como g emplo €
caso de la deformacién de una probeta plana compacta sometida a una traccion pura
como la que se muestra en la figura (6.2). Se supone que la deformacién es plana, es
decir, que vs=0, y que la maquina de ensayo impone una velocidad vo pequefia sobre €
borde superior e inferior de la probeta, es decir, se supone que el ensayo se realiza
controlando la velocidad de las mordazas de la maquina de ensayo.
Experimentalmente se observa que inicialmente € patron de deformacion es
homogéneo, pero que, alcanzando cierto nivel de carga, la deformacion plastica se
localiza en una banda de corte que se orienta a 45° respecto a la direccion en la que se
tracciona a la probeta (ver figura (6.2)) (ver referencia [19]). Como se explico en la

seccion anterior s se supone que €l material esta caracterizado por la ley constitutiva

rigido/viscoplastica (6.3) con s (€)=cte. y n" ® ¥, entonces es posible obtener como
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solucién del sistema de ecuaciones que describe € flujo plastico de metal (las
ecuaciones (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4) los dos modos de deformacion que se preveen
experimentalmente, es decir, € modo de deformacion homogénea y € modo de
deformacion localizado. Como las direcciones principales son respectivamente la
direccion en la que se tracciona a la probeta y la direccion perpendicular a ésta
ultima, entonces, teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior, se prevee
una solucion localizada a lo largo de una banda orientada a 45° respecto a la direccion
en la que se tracciona a la probeta. Se demostrara a continuacién que dicha solucién
(al igual que la soluciébn homogénea) puede ser determina analiticamente y

reproducida con las herramientas numéricas estudiadas en el capitulo anterior.

(I

L ol i o Ny [

i T, Wl 0 R R

Figura 6.3: Ensayo de traccion de una probeta en estado plano de velocidad de
deformacion.

6.3.1. Solucién analitica

a) Patrén de deformacién homogéneo (Ve ocidad de deformacion continua).
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En una traccion pura como la que se produce en € ensayo de traccién, la deformacion
homogénea esta dada por un alargamiento en la direccién en la que se tracciona a la
probeta (la direcciéon principal x2) y un acortamiento uniforme (para que se conserve
el volumen) en la direccion perpendicular, (la direccion principal x;). Se propone
entonces como solucién para las velocidades a:

vi=-ax

vV, =-ax,
donde a es una constante y vi,v») son las componentes del vector velocidad en las

direcciones principales x; y X,. Las velocidades de deformacion serén entonces

o
gll_ﬂ__a_gl
V.
21:ﬂ_:'a:‘92
X,

e :l%_MQ:O
ZO2&%, T g

(es decir e campo de velocidades de deformacion es uniforme), y las tensiones
desviadoras que se establecerdn como consecuencia de esta velocidades de

deformacion serén, teniendo en cuentalarelacion (6.3) con s (e)=ctey n ® ¥ :

S S S
Si = Y e Y (-a):_:sl
' \/é\/l(82+82 +282) ll\@\/? J3
o\ 2 12
S S S
S, = L € : Fa=—%==S
\/1_3\/ ; (.9121 + .952 + 2.9122) \/:_BE V3
S, = 1 S &, =0
\/:_3\/2(8121'*'8222'*'26‘122)
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Para ver que el campo de velocidades propuesto es efectivamente una de las soluciones
de las ecuaciones se observa en primer lugar que, independientemente del valor de la
constante a, @ campo de velocidades propuesto satisface la condicion de

incompresibilidad:

M-}-M:

e, +e,=-a+a=0
ﬂxi ﬂxz 11 T e

En segundo lugar se observa que las tensiones que se derivan del campo de

velocidades propuesto verificaran la ecuaciéon del movimiento si:

h+ﬂ_%2+E:O+OE:0

™ % Tx ix,
ﬂi.*.ﬂi.*.ﬁzo.*.oﬁzo
™ X X X,
es decir, S 1T—p:$—pzo. Esto implica que la presion p debe ser también uniforme
XX

dentro de la probeta para que e campo de velocidades propuesto verifique la ecuacién
dd movimiento. Falta entonces determinar € valor de esta presion constante p. Este
valor se determina teniendo en cuenta que, como la probeta esta sometida a una
traccion en la direccién xo, la tension en la direccion x,, la tension en la direccion x;
debe ser nula, esdecir

Sy

Sy=S;,tp=- \/:—3+p20

La presion uniforme p sera entonces

=Sy
V3

y lastensiones que establecen en la probeta seran entonces:
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(2}
-
1
o

b) Patron de deformaciéon localizado en una banda a 45° (Velocidad de deformacion
discontinua)

El patron de deformacion localizado consiste en una deformacion plastica puramente
tangencial localizada en una banda plana inclinada un angulo de 45° respecto al g e x;
(ver figura (6.2)) y una deformacion nula fuera de dicha banda (es decir, el material es
plastico adentro de la banda y rigido fuera de €la) (ver referencia [12]). Para
formular a esta segunda solucién se utilizara un nuevo para de g es coordenadosy; e
y. de direcciones paralela y perpendicular a la banda donde se concentra la
deformacion plastica (es decir inclinados un angulo 45° respecto a los g/ es X1y X2) Y se
adoptaran los supraindices in y out para referirse a las velocidades, tensiones y
deformaciones de adentro y afuera de la banda. Se propone entonces como segunda

solucion a
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3 Vin =\

|l - Oyz (6.13)
1V, =

;I: out _— |, 2 yz 2

Vi =i

A N I

: T 72 2

fv' =0

donde a es una constante, h es el espesor de la banda y (v1,v2) son las componentes de

la velocidad respecto a los g esinclinadosy; ey (ver figura (6.3)) .

Ty

|
o : i
EhE— L| v |
n ] / B

=
™, ﬁ!

Men

Figura 6.3: Detale del modo de deformacion localizado

L as velocidades de deformacién seran

% S bien el patrén de deformacion discontinuo propuesto es efectivamente una solucién de las ecuaciones que describen el flujo
pléstico del metal (las ecuaciones (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4), tanto €l espesor h como €l parametro a quedan indeterminados. Sin
embar go, experimentales se observa que las bandas de corte tienen espesor es finitos que dependen de la estructura micr oscopica
del material (no tenida encuentra en e modelo). Esta es una de las principales dificultades que presentan la mayoria de los
modelos microscépico de estudio del fendmeno de localizacion y los métodos numéricos de simulacion de este fenémeno basados
en dichos modelos macroscopico. Estos métodos predicen espesores de banda que dependen fuertemente del tamafio de los
elementos utilizados (ya que las interpolaciones usadas son continuas dentro de cada elemento, y por lo tanto es imposible

describir con este tipo de interpolacion discontinuidades dentro de los mismos), que es la Unica escala de longitud que esté puesta
en juego en el modelo.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

—O

l
in

|

]

! =2=0
Py,

: " el + .”V.an a
T gﬂyz ﬂ)ﬁ i} 2
i out

ien = M=o
P

| ﬂVOUt

i e =0

! 22 1,

T out out A
'g.out - 1 a]Vl ﬂvz 9:

)
|
I +=0
P 289, v 5

y las tensiones desviadoras que se estableceran dentro de la banda seran (utilizando la

relacion (6.3) s, (e)=ctey n ® ¥, valida inicamente dentro de la banda):

ish= Sy er =0 (6.14)
i fs\/ (e + (e + 2(e0)?)
in S Y gl|ln — O

IJ (en)? +(em? + 2(e20)?)

n Sy _ Sy
=S = fn =7 >
: \/:_3\/ ((811) +(811) +2( ) ) \/.’._3 6@9
i \é2g

Entonces, s se propone como solucion € campo de velocidades (6.13) se obtendran

N |

: : n_a. .
dentro de la banda deformaciones exclusvamente de corte ¢, = > uniformes, y fuera

de €la, deformaciones nulas, por lo que la velocidad de deformacién resulta

discontinua a través de la curva que separa a la banda del material adyacente.
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Para ver que la solucién propuesta es efectivamente una solucion de las ecuaciones de
flujo plano, se observa en primer lugar que la condicion de incompresibilidad se

cumple paratodo valor de constante a:

%+2\/ =&+ =0+0=0
X X%
out out
—“1‘1’)1(1 + g = el 4 =0+0=0
2

En segundo lugar se observa que sustituyendo las tensiones (6.14) en la ecuacién del

movimiento (6.4) y teniendo en cuenta que dichas tensiones son uniformes, se obtiene

fisi + fis; + flo” =0+0+ flo” =0
v, Ty, Wy v,
ﬂSE + ﬂsg + fip” =0+0+ fip” =0
v, . W Ty,

" _ e

Estas ecuaciones se verificaran s =0 es decir, s la presion p es también

v Ty,
uniforme dentro de la banda de corte. Para determinar la solucion solo falta
determinar los valores de esta presion p" y de las tensiones afuera de la banda s ij?“t.
Para encontrar estos valores, se observa que las componentes normal y tangencial a la
interface que separa a la banda del material adyacente de las tensiones s deben ser

continuas a travésde dicha interface. Es decir,

Yo i —ain
|,512 _512

1 in _ . in
TSZZ _522

Del lado de la banda, dichas componentes valen (ver expresiones (6.14)):
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Fuera de la banda las componentes del tensor de tensiones expresadas en € sistema de
gesy; ey, valen (recordando que dichos ges forman un angulo de 45° :%con las

direcciones principales (ver figura (6.3))):

T
5 Ot o out 1y éCOSQ - Sm@ 0 4. out éC SQ *-sn U
611 Sp U ,:e 42’(1 & 03 ed e4@u_
Ssn & a@' 2 &1 s 2gE, 8@7

ne—= co n
§94g 59% @'g

cosc; %

4g

_J2d w&MouV2d w_
2 &1y 2 § 12

A out out out out
1 es S, S, -S;

. . . . 6.15)
28245 s s

out

dondes 'ys " son las tensiones principales (es decir, las componentes del tensor de

tensiones en la base (x1,x2)) afuera de la banda. Las componentes normal y tangencial

alainterface son entonces

0 bien, recordando que (al igual que en € caso del patréon de deformacién

out

homogéneo)s ; debe ser nulo porque de la banda la probeta est4 sometida a una

traccion puraen ladireccion x;
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i out 1 out

S =-—S

I, 12 2 2
out out

o =53

Igualando entonces los valores que tienen estas componentes afuera y adentro de la

banda, se obtiene

IESOUt—S_Y
f27* 3
1

1

|_ out_
2% =P

esdecir, la presiéon dentro de la banda debe valer:

n_Sy
J3
y latension principal en ladireccion delatraccion x, debe ser:

out

S»

Jé

Lastensiones dentro de la banda de corte son entonces:

i i S S
S|nt |nt+ |n:O+_Y:_Y
N I
l S
S|nt:|nt:_Y
A W

y fuera dela banda de corte:

IS](_)Ut—O

|,
Sout_2S
72 T B
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i out 1( out out) SY

iSy == =S )=—=%
|C 11 1 2

: 2 V3
I, out — 1( out out | — SY

Sy ==IS, -S, )=—F
1 2 \/é
.I.

I

|

¢) Comparacion entre las dos soluciones

Se observa entonces las ecuaciones que describen € flujo plastico de una probeta
compacta sometida a unatraccién pura admiten dos soluciones: una solucion continua
(patrén de deformacién homogéneo) y una solucion discontinua (patréon de
deformacion localizado). En e primer caso la deformacion es uniforme en toda la
probeta (alargamiento en la direccion x, y acortamiento en la direccion x;), y en €
segundo caso la deformacion es cortante dentro de una banda orientada 45° de la
direccion en que se tracciona a la probeta, mientras que € resto de la probeta se

mueve rigidamente (sin deformarse). En ambos casos se prevee que la maquina de

ensayo deberd imponer unatension igual a %SY para hacer fluir al material.

6.3.2. Solucién Numérica

Como se vio hasta ahora, tanto experimental como analiticamente se prevee que

existiran dos patrones de deformacion, uno homogéneo y otro localizado en una banda
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a 45°. Es deseable entonces que, s se resuelve numéricamente este problema, ambos

modos de deformacién puedan ser también previstos.

Descripcion del modelo numérico utilizado

Para resolver numéricamente este problema se utilizaron las herramientas numéricas
discutidas en € capitulo anterior, es decir, el méodo de elementos finitos para €
modelado de flujos incompresibles planos. La condicion de incompresibilidad fue
impuesta mediante e método de penalizacién.> Como se vi6 en e capitulo anterior, al
discretizar las ecuaciones diferenciales del flujo de un medio viscoso incompresible

bidimensional con este méodo se obtiene € siguiente sistema de ecuaciones

algebraicas
& 5t 0

éK oY §5+.§§9 HE (6.16)

eAg eAg
donde:
K, = Qg‘y.zm_.l_ B,dw (6.17)
C= QE.MT.EydW (6.18)
A= QN.ﬂTdW (6.19)
F,=@B.-2mD.Id.B ,Gdw (6.20)
H=@QNM" B, Gdw (6.21)
y donde

4 S bien el método de penalizacién presenta el inconveniente de que la matriz del sistema queda mal condicionada cuando el
coeficiente de penalizacion k es grande, en este caso dicho inconveniente no se manifiesta dado que se utilizaron muy pocos
elementos (y por lo tanto muy pocas incognitas).
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e 0 0d
_ u
B=& 1 %
&0 0 2H
& -3 0o élu
_é U _éu
L‘@’% 3 O@ M_élfl
@ o 1§ €0

y By, Bg, Y N, estén respectivamente por las igualdades (5.27) y (5.30). En este caso, a
diferencia del problema estudiado en el capitulo anterior, la viscosdad no es constante

en e dominio W, sino que depende de la velocidad de deformacién d, que a su ve es

funcion de las velocidades V:

S
2m=2 =_-Y
m=M R

donde
d, :%(‘9121'*'8222 +28122):
1 @.00@2911 8
u
= > ('911 +e,+ 2812)20100@922 0=
@O%H?%H
1 ¥
25(811'*'822'*'2812)9-@922 a
& U
-
&, U
é
y éE’\ZZ azgy\l+§g'§
2 9
-
esdecir,
S 1
om=Sy (6.22)
V3 [i(B,v+B,G) D[B,V +B,G)
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En la figura (6.4) se grafica a la viscosdad 2m en funcion de la velocidad de
deformacion equivalente d,. Como 2m® ¥ cuando d, ® 0, fue necesario aproximar a
las viscosidades correspondientes a velocidades de deformacion d, chicas (menores de
un cierto valor d3"*") con un valor constante y grande este problema se utilizé d$**" =
0.001). Como las viscosidades dependen de las velocidades V (la forma explicita de
esta dependencia la da una ecuacion (6.22)), la rigidez desviadora Kq (que funcién de
las viscosidades) termina siendo funcion de las velocidades V, es decir,
Kg =K4(V)

El sstema de ecuaciones algebraicas que se obtiene al discretizar las ecuaciones
diferenciales del flujo dd metal con e método de penalizacion (6 sistema de

ecuaciones (6.16)) se convierte en:

”3939 cN = EF +89§9 HY (6.23)

Ao g g 5
es decir, resulta un sstema de ecuaciones no lineales donde la matriz del sistema es

3
K4(V)+

funcién de las incdgnitas V. Para resolver este sistema de ecuaciones no lineales se

utilizé un algoritmo iterativo cuyos pasos son los siguientes:

1

d,

'_‘31|~=

-

ﬁ o.o0n a.n l t"lz

Figura 6.4: Viscosidad para un metal rigido/perfectamente plastico
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1. Conocida las velocidades V™ correspondiente a la iteracién n, se calculan las
viscosidades que se derivan de dichas velocidades (utilizando para €llo la
ecuacion (6.22)).

2. Con estas velocidades se computa la matriz de rigidez desviadora
K4(V™)(evaluando laintegral (6.17)).

3. Con lamatriz derigidez desviadora ﬁg(y(”) (que se calcul6 con las viscosidades
delaiteracion n) y lasmatricesC, A, Ey Yy H seresuelve el sistema de ecuaciones

(6.23 para obtener las velocidades V"™ correspondiente a la iteracion n+1:

0
\l(n-kl) —_ EK (\/) +CT §g C EF + §§ ﬂ:
[ %]

4. Serepiten lospasos 1 a 3 hasta que se alcance la convergencia.

Este algoritmo se inicia con una distribucién de velocidades arbitraria VI (en este
problema se utilizéd VY=0) y se termina cuando alguna medida del error de la solucién
numérica obtenida con este algoritmo sea menor que cierta tolerancia. La medida del
error que se utilizé fue la norma infinito de la diferencia entre la velocidad obtenidas
en laiteracion n+1y la correspondiente a laiteracion n.

Entonces e algoritmo se termina cuando

Hv(nﬂ) _y®

} £1tol.

— (n+1) _ _(n)
. =max v -V
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8. CONCLUSION

Se ha hecho € andlisis del fendmeno de deformaciones plasticas utilizando la
denominada formacion de flujo para la descripciéon del movimiento y de las
caracteristicas macroscépicas del material, y se ha modelado numéricamente este
mecanismo de deformacién mediante € méodo de los elementos finitos (adaptado
para que pueda aproximar la condicion de incompresibilidad del flujo plastico). Las

conclusiones masimportantes son las siguientes:

La formulacion tradicional del méodo de los finitos (la utilizada en €
modelado de la formacién de materiales elastico compresibles ) no se puede
extender inmediatamente al caso de materiales que experimentan
deformaciones plasticas (incompresibles) dado que al imponer la condicién
numérica obtenida con dicho método se presenta  denominado problema del
bloqueo, como consecuencia del cual se obtienen aproximaciones muy pobres.

Para superar este problema es necesario recurrir a formulaciones alternativas
(como e método de los multiplicadores de Lagrange o € método de
penalizacion) basadas en la interpolacién simultanea de velocidadesy presiones
(elementos mixtos). En este trabajo se utilizo € elemento mixto Q1-P0O)
interpolacion bilineal para las velocidades y constantes para la presion dentro

del elemento). Este elemento presenta las siguientes caracteristicas:
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0 No bloguea (en €l sentido que € espacio K_h C U, correspondiente a este

elemento no es vacio 0 cas vacio (como ocurre con otros elementos

mixtos). Para la mayoria de las condiciones de borde este espacio
K_hq:Uh resulta lo suficientemente grande como para proporcionar
soluciones aceptables, pero para ciertas condiciones (en particular
cuando se imponen velocidades tangenciales al borde)) K_hQUhes

todavia pobre.

0 Presenta modos de presién espureos (principalmente en las mallas de
elementos no distorsionados que son las mas usadas). Esto hace que
para determinadas condiciones de borde y determinadas mallas, resulta
imposible obtener solucién (tanto para las velocidades como para las
presiones).

0 Si bien converge cuando e tamario de los elementos h tiende a cero, su
orden de convergencia no es “optimo”, y depende fuertemente de las
condiciones de bordey la mallas utilizadas en la discretizacion.

Ademés de estas limitaciones que son inherentes e elemento mixto utilizado (el
elemento Q1-P0) las formulaciones alternativas utilizadas para aproximar la
condicién de incompresibilidad (e método de los multiplicadores de Lagrange
y €l método de penalizacién) presenta las siguientesinconvenientes:

0 La presenta de modos de presion condiciona la existencia de solucion

cuando se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange (es decir,
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hace que la existencia de solucion dependa de las condiciones de bordey
mala utilizada) y trae como consecuencia la obtencion de soluciones
para las presiones muy pobres (contaminadas complementada por
modos de presion) cuando se utiliza € método de penalizacién.

o Por otra parte, e método de los multiplicadores de L agrange no puede
ser formulado en términos exclusivos de las velocidades (que son las
variables primarias del problema) mientras que € méodo de
penalizacion, que no presenta esta desventaja (es decir, se puede
formularen términos exclusivos de las velocidades y obtener las
presiones a partir de las velocidades con poco esfuerzo computacional),
proporciona frecuentemente soluciones pobres debido a mal
condicionamiento de la matriz del sistema de ecuaciones resultante.

El procedimiento iterativo del lagrangeano aumentado con rigidizacion del
modo espulreo es una alternativas posible de superar todas estas dificultades.
Este méodo, (que por ser iterativo es mas costoso desde e punto de vista
computacional) es capaz de proporcionar soluciones aceptables (dentro de las
limitaciones inherentes al elemento) tanto para las velocidades como para las
presiones (la solucién para las presiones que se obtiene resulta libre de modos
de presién) independientemente de las condiciones de borde y de la malla

utilizada.
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La formulacion de flujo, que es un enfoque de andlisis muy atractivo desde €
punto de vista computacional porque permite estudiar la deformacién de un
metal (que experimenta grandes deformaciones plasticas) con herramientas
numéricas muy parecidas a las utilizadas para resolver problemas de
elagticidad lineal y con pequefias deformaciones y desplazamientos), es capaz
también de reproducir patrones de deformacioén localizados que se desarrollan
cuando cierta concentracion de deformaciones (cuyo origen puede ser una
inhomogeneidad en e material) se propaga a través del material. Ademas
permite establecer cuales son las propiedades macroscopicas del material que
favorecen o perjudican € desarrollo de dichos patrones de deformacion
localizados. Sin embargo, no proporciona informacion respecto a espesores de
banda (que resultan dependientes del tamafio de los elementos utilizados y
otros aspectos del fenédmenos de localizacién, principalmente los influenciados
por la microestructura del material, que no se tiene en cuenta en los modelos
macr oscopicos (como € de la formulacion de fluj o).

Utilizados esta formulacion (y las herramientas numéricas descriptas se puede
reproducir € hecho experimental que la localizacion se ve favorecida en
aquellos materiales que presentan menor endurecimiento y menor sensibilidad
a las variaciones de la velocidad de deformacion (es decir, menores valores de

n"y d.
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7.1.MODELAMIENTO COMPUTACIONAL DE UNA PLATINA DE ACERO
ESTRUCTURAL 1020 PARA LA ZONA PLASTICA, BASADO EN LA TEORIA
DE ELEMENTO FINITO PARA LA ZONA VISCOELASTICA, APLICANDO
MATLAB.

Para el este estudio computacional se someterd la platina a tensién con una carga
de 210 KN, para obtener resultados de esfuerzos y desplazamientos para luego
compararlo con el modelo experimental.

Algoritmos utilizados en Matlab

ENMALLADO CON ELEMENTOS TRIANGULARES....................
clear all

xv = [0,0.5,0.5,0); yv = [0,0,0.0762,0.0762]; %COORDENADAS DE LA FRONTERA
RECTANGULAR

Ndivx=50;
Ndivy=10;

Ax=linspace(0,0.5,Ndivx);
By=linspace(0,0.0762,Ndivy);
Nn=Ndivx*Ndivy;

for i=1:Ndivx
for j=1:Ndivy
X(1,))=Ax(i);
y(i.)=By();
end
end

X=zeros(Nn,1);
Y=zeros(Nn,1);

for w=1:Nn
X(w,1)=x(w);
Y(w,1)=y(w);
end

in = inpolygon(X,Y,xv',yv'); % DETECTA S| EXISTEN PUNTOS SOBRE / DENTRO DE LA
FRONTERA

plot(xv',yv',X(in),Y(in),"r*)

m=size(X(in));

n=m(1,1);

TRI = delaunay(X(in),Y(in));

Colorelm(1:n,1)=0;
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%0 -=-mmmmmmneeen VISUALIZACION DEL ENMALLADO UNIFORME

trisurf(TRI,X(in),Y(in),zeros(n,1),Colorelm); view(2),...

hold on
plot(xv',yv',X(in),Y(in),'black.")
axis image

grid off

conx(:,1)=TRI(:,1); % MATRIZ DE CONECTIVIDAD

conx(:,2)=TRI(:,3);
conx(:,3)=TRI(:,2);

cord(:,1)=X(:,1); % MATRIZ DE COORDENADAS
cord(:,2)=Y(:,1);

xp=zeros(10,1);

yp=By";
knowp = dsearch(X,Y,TRI,xp,yp); % VECTOR DE NODOS DE DESPLAZAMIENTO
CONOCIDOS

xs=0.5*ones(10,1);
ys=By";

knows = dsearch(X,Y,TRI,xs,ys); % VECTOR DE NODOS DE FUERZA CONOCIDOS
&&&&&&&&& ESFUERZO  PLANO  BIDIMENSIONAL  UTLIZANDO  ELEMENTOS
TRIANGULARES CST $$$$$$$$$$$

delamesh
%---- CARGA DE ARCHIVOS -----------

%
ok = menu(INTRODUZCA LAS MATRICES','ok");

conx; % MATRIZ DE CONECTIVIDAD

cord; % MATRIZ DE COORDENADAS

knows; % NUMERACION DE LOS NODOS CON FUERZA CONOCIDA.

knowp; % NUMERACION DE LOS NODOS CON DESPLAZAMIENTO
CONOCIDO

load ux.txt; % VALORES DE DESPLAZAMIENTO U CONOCIDOS,
EN EL ORDEN DE knowp

load vy.txt; % VALORES DE DESPLAZAMIENTO V CONOCIDOS,
EN EL ORDEN DE Knowp

load F1.txt; % VALORES DE LA COMPONENTE X DE LA FUERZA, EN EL ORDEN DE
knows

load F2.txt; % VALORES DE LA COMPONENTE Y DE LA FUERZA, EN EL ORDEN DE
knows
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%
Sconx=size(conx);
Scord=size(cord);

Nn=Scord(1,1); % NUMERO DE NODOS
Ne=Sconx(1,1); % NUMERO DE ELEMENTOS
Ex=207e9; % ELASTICIDAD

he=0.0064; %ESPESOR DE LA LAMINA

v=0.29; %RELACION DE POISSON

%

conx2=conx;

conx(:,:,1)=conx2;

conx(:,:,2)=conx2; %MATRIZ DE CONECTIVIDAD DOBLE (U,V)

R=zeros(Nn*2,Nn*2); %MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

FG=zeros(Nn*2,1); %VECTOR DE FUERZAS

UG=zeros(Nn*2,1); %VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS

pr=size(knowp); nVk=pr(1,1);

sc=size(knows); nFk=sc(1,1);

for j=1:Ne
k=zeros(6,6);
x1=cord(conx(j,1),1); x2=cord(conx(j,2),1); x3=cord(conx(j,3),1);
yl=cord(conx(j,1),2); y2=cord(conx(j,2),2); y3=cord(conx(j,3),2);
XX(j,1)=cord(conx(j,1),1); XX(j,2)=cord(conx(j,2),1);XX(j,3)=cord(conx(j,3),1);
YY(j,1)=cord(conx(j,1),2); YY(j,2)=cord(conx(j,2),2);YY(j,3)=cord(conx(j,3),2);

A(j,1)=x2*y3-x3*y2; D(j,1)=x3*y1-x1*y3; G(j,1)=x1*y2-x2*y1;
B(,1)=y2-y3; E(.,1)=y3-y1; H(,1)=y1-y2;
C(j,1)=x3-x2; F(j,1)=x1-x3; J(j,1)=x2-x1;

Se=[1x1y1;1x2y2;1x3y3];
inv(Se);

ar(j,1)=(A(,1)+D(,1)+G(,1))/2;

% MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO TRIANGULAR [ Ui Vi Uj Vj Uk Vk ]

Be=(1/(2*ar(j,1)))*[B(,1) 0 E(j,1) 0 H(j,1) 0;0 C(j,1) 0 F(j,1) 0 J(j,1);C(,1) B(,1) F(j,1) E(,1) I(j,1)

H(, 1)1
De=(Ex/(1-(v*2)) )*[1 v O;v 1 0;0 0 ((1-v)/2)];

k=he*ar(j,1)*Be'*De*Be;

cr(j,1)=(1/(2*ar(j,1)));
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% MATRIZ CON FILAS REUBICADAS
k1l=k;

k(1,:)=k1(1,);
k(4,:)=k1(2,);
k(2,:)=k1(3,:);
k(5,:)=k1(4,);
k(3,:)=k1(5,:);
k(6,:)=k1(6,:);
%

% MATRIZ CON FILAS Y COLUMNAS REUBICADAS

k1=k;

k(:,1)=k1(:,1);
k(:,4)=k1(:,2);
k(:,2)=k1(:,3);
k(:,5)=k1(:,4);
k(:,3)=k1(:,5);
k(:,6)=k1(:,6);

%

for i=1:6
for kk=1:6
if kk<=3 & i<=3

R(conx(j,i),conx(j,kk))=R(conx(j,i),conx(j,kk))+k(i,kk);

elseif kk<=6 & i<=3

R(conx(j,i),conx(j,kk)+Nn)=R(conx(j,i),conx(j,kk)+Nn)+k(i,kk);

elseif kk<=3 & i<=6

R(conx(j,i)*Nn,conx(j,kk))=R(conx(j,i)+Nn,conx(j,kk))+k(i,kk);

elseif kk<=6 & i<=6

R(conx(j,i)*Nn,conx(j,kk)+Nn)=R(conx(j,i)+Nn,conx(j,kk)+Nn)+k(i,kk);

end
end
for g=1:nFk
if i<=3 & conx(j,i)==knows(q,1)
FG(conx(j,i),1)=F1(q,1);
break
elseif i<=6 & conx(j,i)==knows(q,1);
FG(conx(j,i)+Nn,1)=F2(q,1);
break
end
end

for g=1:nVk
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if i<=3 & conx(j,i)==knowp(q,1);
UG(conx(j,i),1)=ux(q,1);
break

elseif i<=6 & conx(j,i)==knowp(q,1);
UG(conx(j,i)+Nn,1)=vy(q,1);
break

end

end
end

Vb=UG;
T=Rb*Vb;
Fb=FG;
FR=Fb-T;

cont(1,1:Nn)=0;
for i=1:Nn
cont(,i)=i;
end
vectam=size(cont);
tam=vectam(1,2);
for cut=1:nVk
for a=1:tam
if knowp(cut,1)==cont(1,a)
Rb(:,a) =];
Rb(:,a+tam-1) = [];
Rb(a,:) =];
Rb(attam-1,:) = [];
FR(a,:) =[];
FR(attam-1,:) = [];
cont(:,a)=[];
tam=tam-1;
break
end
end
end

sol=Rb\FR;

% SOLUCION Y GRAFICACION

for i=1:tam
UG(cont(1,i),1)=sol(i,1);

UG(cont(1,i)+Nn,1)=sol(i+tam,1);
end
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for Q=1:Ne
UX(Q,1)=UG(conx(Q,1),1);
UX(Q,2)=UG(conx(Q,2),1);
UX(Q,3)=UG(conx(Q,3),1);
VY(Q,1)=UG(conx(Q,1)+Nn,1);
VY(Q,2)=UG(conx(Q,2)+Nn,1);
VY(Q,3)=UG(conx(Q,3)+Nn,1);
exx=B(Q,1)*UX(Q,1)+ E(Q,1)*UX(Q,2)+ H(Q,1)*UX(Q,3);
eyy=C(Q,1)*VY(Q,1)+ F(Q,1)*VY(Q,2)+ J(Q,1)*VY(Q,3);
gxy=C(Q,1)*UX(Q,1)+ F(Q,1)*UX(Q,2)+ J(Q,1)*UX(Q,3) + B(Q,1)*VY(Q,1)+ E(Q,1)*VY(Q,2)+
H(Q,1)*VY(Q.,3);
S=cr(Q,1)*De*[exx eyy gxy]';
SX(Q,1)=S(1,1);
SY(Q,1)=S(2,1);
SXY(Q,1)=S(3,1);

end

VNSX=zeros(Nn,1);

VNSY=zeros(Nn,1);

VNSXY=zeros(Nn,1);

AVG=zeros(Nn,1);

for i=1:Nn

for Q=1:Ne
if i==conx(Q,1)|i==conx(Q,2)|i==conx(Q,3)

VNSX(i,1)=VNSX(i,1)+ SX(Q,1);
VNSY(i,1)=VNSY(i,1)+ SY(Q,1);
VNSXY(i,1)=VNSXY(i,1)+ SXY(Q,1);

AVG(i,1)=AVG(i,1)+1;
end
end
end
for i=1:Nn
VNSX(i,1)=VNSX(i,1)/AVG(i,1);
VNSY(i,1)=VNSY(i,1)/AVG(i,1);
VNSXY (i,1)=VNSXY(i,1)/AVG(i,1);

end

for t=1:Ne
SXavg(t,1)=VNSX(conx(t,1),1);
SXavg(t,2)=VNSX(conx(t,2),1);
SXavg(t,3)=VNSX(conx(t,3),1);
SYavg(t,1)=VNSY(conx(t,1),1);
SYavg(t,2)=VNSY(conx(t,2),1);
SYavg(t,3)=VNSY(conx(t,3),1);
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SXYavg(t,1)=VNSXY(conx(t,1),1);
SXYavg(t,2)=VNSXY(conx(t,2),1);
SXYavg(t,3)=VNSXY(conx(t,3),1);

S1(t,1)=0.5*(SXavg(t,1)+SYavg(t,1))+(0.25*(SXavg(t,1)-SYavg(t,1)))* 2 + SXYavg(t,1)*2 )*0.5;
S1(t,2)=0.5*(SXavg(t,2)+SYavg(t,2))+(0.25*(SXavg(t,2)-SYavg(t,2))) 2 + SXYavg(t,2)*2 ) 0.5;
S1(t,3)=0.5*(SXavg(t,3)+SYavg(t,3))+(0.25*(SXavg(t,3)-SYavg(t,3))) 2 + SXYavg(t,3)*2 )0.5;
S2(t,1)=0.5*(SXavg(t,1)+SYavg(t,1))-(0.25*((SXavg(t,1)-SYavg(t,1)))* 2 + SXYavg(t,1)*2 )0.5;
S2(t,2)=0.5*(SXavg(t,2)+SYavg(t,2))-(0.25*((SXavg(t,2)-SYavg(t,2)))* 2 + SXYavg(t,2)*2 ) 0.5;
S2(t,3)=0.5*(SXavg(t,3)+SYavg(t,3))-(0.25*((SXavg(t,3)-SYavg(t,3)))* 2 + SXYavg(t,3)*2 )0.5;

SVMISES(t,1)=(S1(t,1)*2 - S1(t,1)*S2(t,1) + S2(t,1)*2)"0.5;
SVMISES(t,2)=(S1(t,2)" 2 - S1(t,2)*S2(t,2) + S2(t,2)*2)"0.5;
SVMISES(t,3)=(S1(t,3)" 2 - S1(t,3)*S2(,3) + S2(t,3)*2)0.5;

end

figure(1)
fill(XX",YY',UX")
colorbar

axis equal

figure(2)
fill(XX", YY", VY")
colorbar

axis equal

figure(3)
fill(XX",YY',SXavg")
colorbar

axis equal

figure(4)
fill(XX",YY',SYavg')
colorbar

axis equal

figure(5)
fill(XX",YY',SXYavg')
colorbar

axis equal

figure(6)
fill(XX",YY',SVMISES')
colorbar

axis equal
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RESULTADOS DE MODELAMIENTO COMPUTACIONAL CON MATLAB PARA

UNA CARGA DE 210 KN CON UNA MALLA DE 1437 ELEMENTOS.
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Figura 7.1. Desplazamientos en X (UX)
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Figura 7.2. Desplazamientos en Y (UY)
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Figura 7.3. Esfuerzo en X (SX)

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

05

05

%10

10



http://www.pdffactory.com

x10°

ERELS
55
011 -
0.05
B 5
0

8] 0.05 LN | 015 LI 025 03 035 04 .85 0.5

Figura 7.4. Esfuerzo en Y (SY)
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Figura 7.5. Esfuerzos de Von Mises
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COMPARACION ENTRE EL MODELO EXPERIMENTAL Y ElI MODELOS
COMPUTACIONAL CON MATLAB, UTILIZANDO LOS ESFUERZOS DE VON
MISES Y DEFORMACIONES EN UNA LAMINA SOMETIDA A TRACCION PURA
PARA LA ZONA VISCOPLASTICA.

Para realizar la comparacion entre el modelo experimental y el modelo
computacional basado en la teoria de elemento finito aplicando Matlab. En el
modelo experimental para obtener los valores de esfuerzo y deformaciones se
hizo un promedio de los resultados de los ensayos realizado en el laboratorio de
resistencia de materiales de UTB, teniendo en cuenta una carga de 210 KN la
hace que el material sobrepase su resistencia a la fluencia encontrandose en la
Zona visco plastica.

para modelar computacionalmente se uso el programa MATLAB, para hacer un
modelamiento utilizando una solucion matematica como teoria de elemento finito e
utilizando las leyes constitutivas de la visco plasticidad e elasticidad en materiales.
Los valores de esfuerzos y deformacibn en el caso de modelamiento

computacional se tomaran de los dibujos de los resultados nodales.
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Tabla 1. Valores promedios de esfuerzo y deformacién de el modelo experimental

a una carga a tracciéon de 210 000 N.

Numero de ensayo ESFUERZOS(Mpa) DEFORMACION en eje
Y(mm)
1 425 15
2 421 13
3 430 19
4 429 14
Valores Promedios 426,25 15,25

Tabla 2

Valores de esfuerzos y deformacion utilizando modelamiento

computacional con Elemento finito a una carga a traccion de 210.000 N

NUMERO DE Esfuerzos de Von Mises(Mpa) DEFORMACION EN EL
ELEMENTOS EJE Y(mm)
1437 425 1
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COMPARACION DE VALORES OBTENIDO A TRAVES DE UN MODELO
EXPERIMENTAL Y UN MODELO COMPUTACIONAL DE UNA LAMINA DE
ACERO AISIS 1020 ESTRUCTURAL SOMETIDO A UNA CARGA DE

TRACCION DE 200.000 N, EN LA ZONA VISCO PLASTICA.

Tabla 3 . En la siguiente tabla estan los valores de esfuerzos de Von Mises y

deformacion.

Modelo experimental Esfuerzos de Von Mises | Deformacion (mm)
(Mpa)

Ensayos con maquina 426,25 15.25

universal

Elemento Finito (FEM) 425 1
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Tabla 4. Porcentaje de error de los esfuerzo del modelo experimental y elementos

finitos (FEM)

Valor de esfuerzos modelo 426.25 Mpa

experimental

Elementos finitos (FEM) 425 MPa

Formula de porcentaje de error (s exp - S ANSYS) © 100

S EXP

Porcentaje de error 0.29 %

ANALISIS DE RESULTADOS

- en el estudios plastico de una lamina sometida a traccién se observo que
los porcentajes de error entre el modelo experimental y el modelo
computacional utilizando los esfuerzos de Von Mises tuvo un valor
pequeiio, por los cual concluimos que las ecuaciones de esfuerzo de la
zona plastica tienen cierta validez para la los valores cercanos a la fluencia

del material (viscoplasticidad).
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- En el modelamiento computacional basado en la teoria de elemento finito
utilizado como herramienta Matlab, no fue posible utilizar las ecuaciones
constitutivas del material para la zona plastica debido a que se hace
necesario alta carga computacional, por ejemplo, memoria, procesador, etc.
para realizar un modelamiento computacional con Matlab utilizando las
ecuaciones constitutivas de visco plasticidad tarda alrededor de 5 horas,

produciendo bloqueo del equipo.
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