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INTRODUCCION

Dos fuentes motivaron la elaboracion de esta monografia sobre la capa limite y su
importancia en el flujo de fluidos y el disefio de tuberias; la primera de ellas fue la catedra
introductoria, expuesta en el modulo de disefio y calculo de redes de tuberias, la cual cred
en nosotros incégnitas que, aseguramos desaparecerian con la realizacién de un
documento recopilativo que profundizara conceptos importantes para el buen
entendimiento de las causas que llevaron a el descubrimiento de la capa limite y las
consecuencias que esta trajo en pro del desarrollo de la mecanica de fluidos. La
segunda y quizas la de mayor trascendencia , fue nuestro deseo de realizar un escrito
que pudiera ser tomado por profesores afines en el tema, como un texto guia que sirviera
de soporte en futuras catedras, y por estudiantes como material de consulta e

investigacion.

La etapa inicial de la monografia hace referencia a la resefa historica de la mecanica de
los fluidos, antes y después de la capa limite, esta nos plantea las primeras dudas que
surgieron en base a las investigaciones y contribuciones hechas en ese entonces por:
Galileo, pascal, newton, Pitot, Bernoulli, Euler y de Alembert; que propusieron varias
teorias, basadas en experimentos rudimentarios, lo que traia como consecuencia la poca

relacion de los hechos fisicos y las ecuaciones resultantes.

Por supuesto destacamos la contribucion mas importante hecha por Prandtl. Cuando en
1904 introdujo el concepto que daria un cambio de direccion a lo concerniente a la
mecanica de fluidos, el cual fue: La Capa Limite. En la segunda etapa se introducen
conceptos basicos de la mecanica de fluidos tales como: definicion de fluido, propiedades
de los fluidos, definicion de flujo, y tipos de flujo. Para dar un preambulo de los factores

que influyen en la formacion y estudio de la capa limite.

La tercera etapa se subdivide en dos partes, en la primera (flujo externo) se define la
capa limite y se estudian todas aquellas situaciones en las que esta aparece tales como:

flujos sobre cilindros y esferas, flujos sobre cuerpos aerodinamicos, y flujos sobre placa



plana. Y en la segunda parte (flujo interno) destacamos la importancia de la capa limite en
el disefo de tuberia explicando, las ecuaciones por las cuales se rige.



1. RESENA HISTORICA

1.1 La Mecanica de Fluidos

Es la parte de la fisica que se ocupa de la accion de los fluidos en reposo o en
movimiento, asi como de las aplicaciones y mecanismos de ingenieria que utilizan fluidos.
La mecanica de fluidos es fundamental en campos tan diversos como la aeronautica, la
ingenieria quimica, civil y mecanica, la meteorologia, las construcciones navales y la

oceanografia.

La mecanica de fluidos puede subdividirse en dos campos principales: la estatica de
fluidos, o hidrostatica, que se ocupa de los fluidos en reposo, y la dinamica de fluidos, que
trata de los fluidos en movimiento. El término de hidrodinamica se aplica al flujo de
liquidos o al flujo de los gases a baja velocidad, en el que puede considerarse que el gas
es esencialmente incompresible. La aerodinamica, o dinamica de gases, se ocupa del
comportamiento de los gases cuando los cambios de velocidad y presion son lo

suficientemente grandes para que sea necesario incluir los efectos de la compresibilidad.

1.2 Mecanica de Fluidos Antes y Después de la Capa Limite

El deseo del hombre de comprender los fendmenos en los fluidos, surgié cuando tuvo
problemas de suministro de agua, de irrigacion, de navegacion, y de energia hidraulica.
Con so6lo una rudimentaria apreciacion de la fisica de los fluidos, cavd pozos, construy6
canales, operdé ruedas hidraulicas y dispositivos de bombeo rudimentarios y, al aumentar
el tamafo de sus ciudades, construyd acueductos cada vez mas grandes, los que
alcanzaron su mayor dimension y grandeza en la ciudad de Roma. Pero, a excepcion de
las ideas de Arquimedes (287-212 A. de C.) sobre los principios de flotacion, en la

mecanica de fluidos moderna aparece muy poco del escaso conocimiento de los antiguos.

Después de la caida del Imperio Romano (476 D. de C.) no existe, hasta la época de

Leonardo da Vinci (1452-1519), registré alguno de progreso en la mecanica de fluidos.



Este gran genio proyectd y construyo la primera esclusa de cdmaras para un canal, cerca
de Milan, e introdujo una nueva era en la ingenieria hidraulica; estudié también el vuelo de
las aves y desarrollé algunas ideas sobre el origen de las fuerzas que soportaban a éstas
en el aire. Sin embargo, hasta la época de Leonardo, los conceptos sobre el movimiento
de los fluidos deben considerarse mas como un arte que como una ciencia. Después de la
época de Leonardo, la acumulacion de conocimiento sobre hidraulica gané momentum
rapidamente, siendo sobresalientes las contribuciones de Galileo, Torricelli, Mariotte,
Pascal, Newton, Pitot, Bernoulli, Euler, y D'Alembert a los principios basicos de la ciencia.
Aunque las teorias propuestas por estos cientificos se confirmaban en general por
experimentos rudimentarios, las divergencias entre la teoria y la realidad condujeron a
D'Alembert a declarar en 1744, "La teoria de los fluidos debera basarse necesariamente
en la experimentacion”. D'Alembert demostré que no existe resistencia al movimiento de
un cuerpo cuando éste se mueve a través de un fluido ideal (no viscoso o inviscido), pero
es obvio que esta conclusién no puede aplicarse a los cuerpos que se mueven a través de

fluidos reales.

Esta discrepancia entre la teoria y el experimento, que se denominé la paradoja de
D'Alembert, ha sido ya resuelta. No obstante, demuestra con claridad las limitaciones de
la teoria de esa época para la resolucion de problemas sobre fluidos. Con motivo del
conflicto entre la teoria y la experimentacion, surgieron dos escuelas de pensamiento para
el estudio de la mecanica de los fluidos, una que trataba acerca de los aspectos teoricos y
otra acerca de los aspectos practicos del flujo de los fluidos. En cierto sentido, estas
escuelas de pensamiento han subsistido hasta la actualidad, lo que ha tenido como

resultado el campo matematico de la hidrodinamica, y la ciencia practica de la hidraulica.

Antes del principio de siglo XX. , se hicieron notables contribuciones a la hidrodinamica
tedrica, por Euler, D'Alembert, Navier, Coriolis, Lagrange, Saint-Venant, Stokes,
Helmholtz, Kirchhoff, Rayleigh, Rankine, Kelvin y Lamb. En un sentido amplio, la
hidraulica experimental llegd a ser el estudio de los fendmenos de flujo ocurrentes en
orificios, tubos y canales abiertos. Entre los muchos investigadores precursores que

dedicaron sus energias a la iniciacion de este campo, se encuentran Chezy, Bosut, Borda,
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Du Boat, Coulomb, Venturi, de Pronty, Eytelwein, Bidone, Belanger, Hagen y Poiseuille. A
mediados del sigo anterior, Navier y Stokes tuvieron éxito al modificar las ecuaciones
generales del movimiento de un fluido ideal para adaptarlas a las de un fluido viscoso v, al
hacerlo asi, demostraron la posibilidad de explicar las diferencias entre la hidraulica y la
hidrodinamica. Casi al mismo tiempo, los estudios tedricos y experimentales sobre el
movimiento de vortice y sobre el flujo separado, hechos por Helmholtz y Kirchhoff,
ayudaban a explicar muchos de los resultados divergentes entre la teoria y el

experimento.

Mientras tanto, continuaba progresando la investigacion hidraulica y se acumularon
grandes cantidades de excelente informacion o se propusieron formulas por Darcy, Bazin,
Weisbach, Ganguillet, Kutter, Manning, Francis y ofros. Infortunadamente, las
investigaciones conducian con frecuencia a férmulas empiricas obtenidas por él sélo
ajuste entre graficas e informacion experimental, o por la sola presentacién de los
resultados en forma tabular, y en muchos casos, no era aparente la relacién entre los
hechos fisicos y la formula resultante. Hacia fines del siglo pasado, surgieron nuevas
industrias que demandaron informacion sobre el flujo de fluidos diferentes al agua; este
hecho, aunado a los muchos adelantos significativos en el conocimiento, tendi6é a detener
el empirismo en la hidraulica. Estos adelantos fueron: (1) las investigaciones teédricas y
experimentales de Reynolds; (2) el desarrollo, por Rayleigh, del analisis dimensional; (3)
el uso de modelos en la soluciéon de problemas sobre fluidos, por Froude, Reynolds,
Vernon-Harcourt, Fargue y Engels; y (4) el rapido progreso de la aeronautica tedrica y
experimental, debido a los estudios de Lanchester, Lilienthal, Kutta, Joukowsky, Betz y
Prandtl. Estos adelantos proporcionaron nuevas herramientas para la solucion de

problemas, y dieron nacimiento a la moderna mecanica de fluidos.

La contribucion singular mas importante fue hecha por Prandtl, cuando en 1904 introdujo
el concepto de la capa limite. En su corto pero descriptivo documento, Prandtl
proporciond, de una sola vez, un eslabon esencial entre los movimientos ideal y real de
los fluidos de baja viscosidad (por ejemplo, el agua), y suministré la base de una gran

parte de la mecanica de fluidos moderna. En el siglo XX ha decaido el empirismo puro, y
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los problemas sobre fluidos se han resuelto mejorando constantemente los métodos
racionales; estos métodos han producido muchos resultados fructiferos y han colaborado
al conocimiento creciente de los detalles de los fendmenos en los fluidos. Esta tendencia,
ciertamente tendra que continuar. Otra tendencia persistente es la del surgimiento de
complejidades cada vez mayores y de mas grandes desafios en los problemas sobre
fluidos. Subsisten los problemas sobre suministro de agua, irrigacion, navegacion vy
energia hidraulica, pero ahora a una escala nunca imaginada por los ciudadanos de

Roma precristiana.

La gama de nuevos problemas aparecidos en los tiempos modernos es virtualmente
infinita, incluyendo el estampido sénico del aeroplano supersonico, la dispersion de los
desechos de la humanidad en los lagos, rios y océanos, el flujo de la sangre en las venas,
arterias, rifiones, corazones y aparatos de corazéon y de rifidn artificiales, el flujo de
bombeo de combustible y de escape en los cohetes lunares, el disefio de superbarcos-
tanque petroleros de una megatonelada, en lo relativo a velocidad, eficiencia del bombeo
de la carga y seguridad; y el analisis y simulacion del clima de la Tierra y de las corrientes
oceanicas. Asi, la mecanica de fluidos ha llegado a ser parte esencial de campos tan
diversos como la medicina, la meteorologia, la astronautica y la oceanografia, asi como el

de las disciplinas tradicionales de la ingenieria.

12



2. EL FLUJO DE FLUIDOS

2.1 Fluidos

Para empezar ha estudiar el flujo de fluidos debe quedar claro el concepto de fluido, el
cual ha sido definido como una sustancia que se deforma continuamente cuando se
somete a un esfuerzo cortante, sin importar cuan pequefio sea ese esfuerzo. En esta
definicion no se hace ninguna diferencia entre un liquido y un gas, por dos razones:
Primeramente, los principios de la mecanica de fluidos se aplican igualmente a liquidos y
gases como los distinguimos normalmente. En segundo lugar, aunque la diferencia entre
un liquido y un gas es muy clara, a presiones inferiores a la critica; por encima de esta no

hay una diferencia marcada entre liquidos y vapores.

Para redondear el concepto de fluido podemos decir que: Un fluido se diferencia de otro
tipo de sustancias en la forma como responden a la aplicaciéon de esfuerzos cortantes, por
ejemplo, tomemos el caso de un bloque rectangular de acero al que se le aplica una

fuerza en direccion paralela a la superficie superior

— | —> |
|
daf: n
A 4
e e | ]

Figura.1 Cubo de acero

Este, responde al esfuerzo cortante con una deformacion finita no continua proporcional al
modulo de rigidez del material, y una vez retirada la fuerza que causa la deformacion
puede o no recuperar su forma inicial a diferencia de un fluido que carece de dicha

cualidad.
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2.1 Propiedades de los Fluidos

2.1. 1 Presion

Aunque el concepto de presion se comprende generalmente, es conveniente aclarar
algunos puntos relacionados con el uso del término. Al analizar las fuerzas que actuan
sobre un fluido, podria hacerse en relacién con la fuerza por unidad de area o el esfuerzo
que actua sobre una porcion de superficie del elemento fluido. Conviene recordar que el

esfuerzo es una cantidad vectorial que tiene tanto magnitud como direccion.

Si elegimos un punto arbitrario en un fluido, podemos trazar, a través de él, un elemento
de area orientado en una direccion particular. El esfuerzo ejercido sobre este elemento de
area puede descomponerse en tres componentes, dos de las cuales estan en el plano del
area y la otra es normal al area. En resumen, podemos descomponer el vector esfuerzo
del elemento de area en tres componentes perpendiculares entre si, procedimiento que
puede aplicarse a cualquier vector. Las dos componentes situadas en el plano del area se
llaman esfuerzos tangenciales. La componente de esfuerzo normal al area se denomina

esfuerzo normal.

Tomemos un punto arbitrario de un fluido en reposo; haremos pasar un elemento de area
por dicho punto y se establecera un esfuerzo normal en un lado de dicha area. Luego,
hacemos girar el elemento de area sobre un eje que pasa a través del punto y reposa
sobre el area. El esfuerzo normal debe determinarse en cada nueva orientacién del area.
Encontramos que, en tanto el fluido esté en reposo, la magnitud de la componente
vectorial del esfuerzo normal no varia. Se puede demostrar que esto es consecuencia del
equilibrio de fuerzas ejercidas sobre un elemento de volumen que rodea al punto. Esta
magnitud invariable del esfuerzo normal se llama, simplemente, presion en un punto del
fluido y se designa por P. El vector de esfuerzo normal correspondiente esta dirigido hacia
un elemento de area y, por lo tanto, al actuar sobre una particula de fluido, se considerara

como un esfuerzo de compresion.
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Suponga que ahora se escoge un punto de un fluido en movimiento y se calcula de nuevo
el esfuerzo normal sobre un elemento de area para diversas orientaciones del elemento.
En este caso, el resultado no es tan sencillo como en el de uno estatico. Encontramos
ahora que, en general, la magnitud del esfuerzo normal es funcién de la orientacion del
elemento de area. Asi, el elemento de area puede tener un valor de esfuerzo normal, en
posicion horizontal, y otro distinto, cuando se coloca en posicion vertical. En
consecuencia, no podemos referirnos a la "presiéon" en un punto con el mismo sentido que
en el caso estatico, a menos que revisemos la definicion de presion. En lugar de hacer tal
cosa, se acostumbra dividir un esfuerzo normal dado en dos partes o componentes. Una
de ellas es la "componente de presion”, esto es, la que no cambia con la orientacion del
elemento fluido. La otra se conoce, casi siempre, como "esfuerzo normal viscoso" y varia
con la orientacion del elemento de area, siendo una funcion de la viscosidad del fluido. Es
importante tener presente que siempre que se hace cualquier referencia al término
presion, se esta considerando la componente invariable del esfuerzo normal. La presién
definida asi esta relacionada con otras propiedades de los fluidos, tales como la densidad

y la temperatura, mediante las leyes de termodinamica.

Hay otro aspecto importante que debe tomarse en consideracion. Si un fluido permanece
en reposo, en relacion al medio que lo rodea, el efecto de la viscosidad no se manifiesta.

Tanto el esfuerzo normal viscoso como el tangencial dependen del movimiento del fluido.

2.1.3 Temperatura

La propiedad que nos es muy familiar y a la que llamamos temperatura, se define de una
forma bastante indirecta. Se habla, mas bien, de la "igualdad de temperatura" entre dos
substancias que de la temperatura de una de ellas, intrinsecamente. Esta igualdad de
temperatura se alcanza, poniendo en contacto térmico a dos substancias y observando
los cambios de sus propiedades fisicas (por ejemplo, la longitud y la resistencia eléctrica).
Cuando dejan de observarse cambios posteriores en las propiedades, se dice que las

substancias tienen la misma temperatura.
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2.1.4 Densidad y volumen especifico

La densidad /£ de un fluido, en un punto, se ha definido como:

om
Densidad = p =11m—
i 5

Donde oV es el volumen minimo alrededor del punto para el cual es aplicable el concepto

de continuo.

La densidad de un gas ideal esta dada por la conocida ecuacién de estado de un gas

ideal, esto es:

2.1.5 Médulo volumétrico de elasticidad

A temperatura constante, la variacion de la densidad en relacién con la presién, se

expresa mediante el moédulo volumétrico de elasticidad, que se define de la siguiente
oP oP
B, == — | =p| —
ov ), op ),

De todas las propiedades de los fluidos, la viscosidad requiere la mayor consideracion en

manera:

2.1.6 Viscosidad

el estudio del flujo de fluidos. La naturaleza y caracteristicas de la viscosidad se tratan en

esta seccioén. La viscosidad es aquella propiedad de un fluido por virtud de la cual ofrece

ou
resistencia al corte. La ley de viscosidad de Newton T=ﬂa— afirma que dada una

y

rapidez de deformacion angular en el fluido, el esfuerzo cortante es directamente
proporcional a la viscosidad. La melaza y la brea son ejemplos de liquidos altamente

viscosos; el agua y el aire tienen viscosidades muy pequefas.
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La viscosidad de un gas aumenta con la temperatura, pero la viscosidad de un liquido
disminuye con la temperatura. Las variaciones en las tendencias de la temperatura se
pueden explicar por el examen de las causas de la viscosidad. La resistencia de un fluido
al corte depende de su cohesion y de su rapidez de transferencia de la cantidad de
movimiento molecular. Un liquido, cuyas moléculas dejan espacios entre ellas mucho mas
cerrados que las de un gas, tiene fuerzas cohesivas mucho mayores que un gas. La
cohesion parece ser la causa predominante de la viscosidad en un liquido; y ya que la
cohesion decrece con la temperatura, la viscosidad decrece también. Por otro lado, un
gas tiene fuerzas cohesivas muy pequenas. Mucha de su resistencia al esfuerzo cortante

es el resultado de la transferencia de la cantidad de movimiento molecular.

Dentro de un fluido siempre hay transferencia de moléculas en ambas direcciones a
través de cualquier superficie ficticia trazada en él. Cuando una capa se mueve en
relacion a una capa adyacente, la transferencia molecular de la cantidad de movimiento
lleva a ésta de un lado a otro, de manera que se establece un esfuerzo cortante aparente,
el cual resiste el movimiento relativo y tiende a igualar las velocidades de las capas
adyacentes.

La medida del movimiento de una capa relativa a una capa adyacente es 6_14 .

y

La actividad molecular da origen a un esfuerzo cortante aparente en los gases que es
mas importante que las fuerzas cohesivas y, como la actividad molecular aumenta con la

temperatura, la viscosidad de un gas también aumenta con la temperatura.
Para presiones ordinarias la viscosidad es independiente de la presién y depende solo de

la temperatura. Para presiones muy grandes, los gases y la mayor parte de los liquidos

han mostrado variaciones erraticas con la presion.
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2.1.6.1 Viscosidad Cinematica
A la viscosidad K frecuentemente se denomina viscosidad absoluta o viscosidad

dinamica para evitar confundirla con la viscosidad cinematica U, que es la razén de

viscosidad a densidad de masa.

UV=—
La viscosidad cinematica ocurre en muchas aplicaciones, por ejemplo, en el numero de

Vi

Reynolds adimensional para el movimiento de un cuerpo a través de un fluido, —en el
v

cual V es la velocidad del cuerpo y /es una medida lineal representativa del tamafio del

cuerpo.

2.1.7 Tension Superficial

En el bien conocido experimento en que se demuestra que el acero puede flotar, se
coloca cuidadosamente una aguja o una hoja de afeitar sobre la superficie del agua
contenida en un vaso. Este experimento es una excelente demostracion de la propiedad
de los fluidos conocida como tension superficial. Se sabe que la superficie libre de los
fluidos esta sometida a un estado de esfuerzo, de manera que si por ella se trazase una
linea imaginaria, existiria una fuerza de cada lado de la linea. La magnitud de esta fuerza
puede medirse por la fuerza necesaria para elevar de la superficie del liquido un anillo de

alambre. Si S es la tensién superficial del liquido a ambos lados del alambre, como se

muestra en la Figura, la fuerza total F, requerida para levantar el alambre, sera:
F
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en donde D es el diametro del anillo. Por consiguiente, la tensién superficial S estara dada
por:

F

S=——
27D

2.2 Flujos

En el proceso de deformacion continua al que se ve sometido un fluido al aplicarsele una
fuerza, se presenta un cambio de posicién de las diferentes partes de este; a dicho
movimiento relativo se le conoce como flujo y segun las caracteristicas de este

movimiento se le puede clasificar como:

2.2.1 Flujo uniforme y no uniforme: Se refiere a los cambios de las cualidades del flujo

con respecto al espacio.

2.2.2 Flujo permanente y no permanente: Se refiere a los cambios de las cualidades del

flujo con respecto al tiempo.
En la realidad estos cuatro tipos de flujos se encuentran combinados como sigue:

2.2.3 Flujo uniforme permanente: Ninguna de las caracteristicas del flujo (presion y

velocidad) varian en el espacio y/o el tiempo.

2.2.4 Flujo uniforme no permanente: Las caracteristicas no varia con el espacio pero si
con el tiempo. Es muy dificil encontrar este tipo de flujo en la naturaleza, debido a que los
cambio tendrian que ocurrir en forma simultanea a todo lo largo de la tuberia (la velocidad

de la sefal de cambio tendria que ser infinita).

2.2.5 Flujo variado permanente: Las caracteristicas del flujo varian con el espacio pero

no con el tiempo. Existen dos subtipos de flujos:
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Gradualmente variado: Los cambios en las caracteristicas del flujo son graduales a lo
largo de la direccion principal de este. Por ejemplo, las contracciones y expansiones

suaves en tuberias, el flujo a través de tubos Venturi.

Rapidamente variado: Los cambios en las caracteristicas del flujo son abruptos a lo largo
de la direccién principal de este. Por ejemplo, las contracciones abruptas en tuberias, el
flujo a través de valvulas y los rotores de bombas. Generalmente este tipo de flujo va

acompafado de gran turbulencia.

2.2.6 Flujo variado no permanente: Las caracteristicas del flujo varian con el espacio y
con el tiempo. Debido al que flujo uniforme no permanente no existe este nuevo tipo se

conoce como flujo no permanente.

Definido los tipos de flujos, introduciremos un concepto muy importante: el nimero de
Reynolds; el cual es decisivo para el dimensionamiento de nuestro tema principal
importancia de la capa limite y todo lo relacionado con el tratamiento de flujos de fluidos,

limitados y no limitados por fronteras.

2.2.7 El Numero de Reynolds

Histéricamente se conocian dos tipos de flujos, los cuales se diferenciaban por su
comportamiento en lo concerniente a las perdidas de energia. En 1840 G.H.L. Hagen
habia establecido los principios y diferencias de estos dos tipos de flujos. Sin embargo, la
correcta descripcion y formulacion solo fue planteada entre 1880 y 1884 por Osborne

Reynolds de la Universidad de Cambridge, Inglaterra.

La siguiente figura describe graficamente el experimento de Reynolds
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Figura 2. Experimento de Reynolds

Con este experimento repetido con diferentes diametros de tuberia y fluidos se observa la
existencia de tres regimenes de flujo correspondientes a la estructura interna del mismo, a

saber:

2.2.8 Régimen de flujo laminar: El flujo se mueve en capas (laminas) sin intercambio de

“paquetes” de fluidos entre ellas.

2.2.9 Régimen de flujo turbulento: Se presenta intercambio de “paquetes” de fluido
entre las capas que se mueven a diferente velocidad. Las particulas no tienen un vector
velocidad muy definido y se caracteriza por los movimientos tridimensionales, aleatorios,

de las particulas de fluido, superpuestos al movimiento promedio.

2.2.10 Régimen de flujo en transicion: Los flujos que inicialmente se mueven en capa
sin intercambio comienzan a tomar velocidades aleatorias en las tres dimensiones

provocando un cambio en las caracteristicas del flujo laminar a turbulento.

0. Reynolds usando el concepto de similaridad y considerando las tres fuerzas mas
importantes que intervenian en el experimento anteriormente descrito (Fuerzas de
presion, Fuerzas viscosas y Fuerzas inerciales). Expreso matematicamente un factor con
el cual se podria definir el régimen fluido para cierto caso especifico, hoy llamado el

numero de Reynolds, que es la razdn de las fuerzas inerciales a las fuerzas viscosas.
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Hallar este numero implica una distincion entre regimenes de flujo, tales como flujo

laminar y flujo turbulento

El flujo dentro de una capa limite puede ser también laminar o turbulento; las definiciones
de flujo laminar y flujo turbulento dadas anteriormente se aplican también en este caso.
Como veremos mas adelante, las caracteristicas de un flujo pueden ser significativamente
diferentes dependiendo de que la capa limite sea laminar o turbulenta. Los métodos de
analisis también son diferentes para un flujo laminar que para un flujo turbulento. Por lo
tanto, al iniciar el analisis de un flujo dado es necesario determinar primero si se trata de
un flujo laminar o de un flujo turbulento. Veremos mas detalles a este respecto mas

adelante.
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3. LA CAPA LIMITE EN EL FLUJO DE FLUIDOS

3.1 Flujos Externos

A continuacién nos ocuparemos del flujo sobre objetos inmersos en una corriente. Como
en el capitulo siguiente, sobre flujos internos, el objetivo primordial, en éste, sera

presentar varios conceptos basicos, que seran utiles al efectuar analisis de flujos.

Para empezar haremos una pregunta. ;Cudles son los fendmenos importantes en el
estudio del flujo sobre objetos? Para el flujo al exterior de vehiculos o para el disefio de
pelotas de golf, un fenédmeno evidente seria el arrastre o la resistencia al flujo. Enfocando
nuestra atencion al flujo sobre un avién, podemos interesarnos por las fuerzas
ascensionales, que se originan por las diferencias de presion en los dos lados de las alas
y las superficies ascendentes. Otro problema interesante seria el del calentamiento de los
vehiculos espaciales, al atravesar la atmosfera terrestre. En este caso, pueden apreciarse
dos clases de fendmenos. Uno de ellos incluye las influencias de las fuerzas superficiales
sobre el movimiento de un objeto a través de un fluido (como el empuje ascendente y el
arrastre). El otro es el de la disipacion de la energia cerca de una superficie que produce
efectos de calentamiento. En efecto, la mayoria de los problemas de flujos externos,
pertenecen a dos categorias: una consiste en determinar las fuerzas ejercidas sobre un

objeto y la otra en investigar las caracteristicas superficiales de transferencia de calor.

Suponga que deseamos hallar la fuerza de arrastre que se ejerce sobre un objeto
complejo, por ejemplo, en forma de cohete dirigido. ;Cémo empezar? Muy seguramente
tomariamos la decision de realizar pruebas experimentales, bien sea con modelos a
escalas o programas de modelado computacional. Después de efectuar pruebas de este
tipo, podriamos tratar de aplicar algun tipo de analisis tedrico, para explicar el
comportamiento observado. En general, los andlisis se basarian, en parte, en la teoria y,
en parte, en resultados obtenidos a bases de experimentos.

Por su conveniencia, este sera el enfoque general en este capitulo. Primeramente, se

presentara resultados experimentales para el arrastre de formas bastante basicas, tales

23



como cilindros y esferas. A partir del comportamiento observado experimentalmente,

presentaremos conceptos que expliquen el comportamiento del flujo.

3.2 Flujos Sobre Cilindros y Esferas
Supongamos que una esfera se sumerge en una corriente "infinita", que fluye mas alla de

la esfera, con una velocidad uniforme, corriente arriba, de U,. Supondremos que la

velocidad del flujo es lo bastante baja para poder despreciar los efectos de la

compresibilidad. Nos interesa determinar la fuerza de arrastre que se ejerce sobre la

esfera. Puede considerarse que la fuerza de arrastre, F,, es una funcion de U, la

densidad, o, el diametro de la esfera, D, y la viscosidad del fluido, i . La aplicacién del

teorema 77 da como resultado:

F
C,=—2—=F1(R
D %pUgA f( 6)

En donde, A, es el area de la seccién de corte transversal de la esfera. Efectuando cierto
numero de experimentos sobre el flujo por encima de esferas, podemos obtener un

coeficiente de arrastre, en funcién del nimero de Reynolds, como se ilustra en la figura.
10°
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Figura 3. Coeficiente de arrastre en funcién del nimero de Reynolds, para el flujo sobre
una esfera.
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En esta curva hay dos regimenes que tienen un interés particular. El régimen para el que
R, <1 se denomina régimen de “flujo de cedencia”, y los puntos de la grafica caen, casi
en linea recta, al valor R, =1. El andlisis demostré que el coeficiente de arrastre para

este régimen esta relacionado con el numero de Reynolds por la ecuacion:

. Filsts coloreado (S0

" La— proveniente de
la esfern

Figura 4. Flujo en torno a una esfera, en el régimen de "flujo de cedencia".

En la Figura se muestra una pequena esfera, recubierta con tinta, que se deja caer en un
tubo lleno de glicerina muy viscosa. Prevalece el régimen de 'flujo de cedencia".
Observamos que la glicerina pasa muy suavemente en torno a la esfera y escurre de la

misma como una corriente muy fina.

El segundo régimen interesante es la region, cerca de R, =10’ . Entre R,=10° vy

R, = 10°, el coeficiente de arrastre tiende a hacerse horizontal y, luego, repentinamente,

baja. ;Cual es la causa de ese comportamiento insoélito? Una comparacion de valores
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reales de arrastre para una esfera especifica, antes y después de la caida repentina,
indica que el arrastre se ha reducido verdaderamente, a pesar de que se ha incrementado

la velocidad del flujo.

Los estudios muestran que en el régimen de flujo para el que R, es algo menor de 10°, el

flujo cercano a la parte frontal de la superficie de la esfera es laminar. Conforme el flujo se
acerca a la parte superior de la esfera, se divide o "separa", causando, en esa forma, una
estela grande y turbulenta, corriente abajo de la esfera. Este fendmeno se muestra en la

Figura 5.

Figura 5. Flujo laminar en tomo a una esfera, con separacion.

En la que el flujo sobre una esfera se ha hecho visible, utilizando humo. En la regién
separada, el flujo puede invertirse verdaderamente. En la Figura 6., se ilustra una region
separada de flujo, detras de un cuerpo romo en donde precisamente, ocurre, una

inversion del flujo.
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Figura 6. Inversién de flujo en una zona separada.

En la regidn separada, detras de la esfera, la presion superficial es relativamente
constante y es la diferencia de presiones entre la porcion frontal y la posterior de la esfera,
la que mas contribuye al arrastre. En la Figura 7., se muestra una grafica real de
presiones medidas sobre una esfera, en comparacion con una distribucion tedrica, que

resultaria de un analisis de flujo no viscoso.

Conforme se permite que los valores del nimero de Reynolds aumenten y sobrepase
R, =10, se reduce repentinamente el tamario de la estela, detras de la esfera, y la zona

en la que las distribuciones de presion real se acercan a la distribucion tedrica de
presiones, se extiende sobre una porcién mayor de la esfera. En la Figura 8., se muestra

una distribucion tipica de presiones medidas, en este régimen de flujo.
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Debido a ese cambio en la distribucion de presiones, tanto el arrastre como el coeficiente
de arrastre disminuyen. Puede hacerse notar que el mismo comportamiento de C, en

funcion del numero de Reynolds, existe para el flujo sobre cilindros circulares (Figura 9).

LR Py T

U
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R

Figura 9. Coeficiente de arrastre en funciéon del numero de Reynolds, para el flujo sobre
un cilindro circular.

¢, Por qué se produce el cambio repentino de tamano de la estela detras de la esfera (o el
cilindro circular)? Para responder a esta pregunta, nos referimos al estudio de uno de los

conceptos mas importantes de la mecanica de fluidos; el flujo en la capa limite.
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3.3 Capas Limite

Uno de los avances mas importantes en la historia de la mecanica de fluidos tuvo lugar en
1904. En este aino, el gran especialista aleman en aerodinamica, Ludwig Prandtl, presenté
un articulo en un congreso de matematicas, que tuvo lugar en Heidelberg, sobre el
movimiento de los fluidos con "muy poca friccion". De manera mas precisa, Prandtl
analizé los flujos sobre objetos, para los cuales era muy alto el numero de Reynolds,
basado en una dimensién caracteristica del objeto y la velocidad de flujo corriente arriba,

era elevada.

Para tales flujos, hizo las siguientes observaciones:

Los efectos de la friccién quedan confinados a una capa muy fina, denominada capa

limite y cercana a la superficie del objeto.

El flujo externo al limite puede considerarse practicamente como carente de friccion.

La variaciéon de presion de la corriente principal esta "impresa" en esta ultima y afecta al

comportamiento de la capa limite.

En la Figura 10., que representa el flujo sobre una superficie plana, se ilustra el desarrollo
de una capa limite. La hilera vertical de puntos indica la posicién de las particulas del
fluido en el tiempo ¢ =0, y el patron curvo muestra la posicion de las particulas del fluido,
tal y como quedd indicada mas tarde, mediante una linea de tinta. Puesto que la posicion
relativa de las particulas es una funcién de la velocidad del fluido, puede formarse un

perfil de velocidad del tipo mostrado en la figura.

El perfil de velocidad mostrado en la figura 10., es tipico de un flujo laminar. Cuando se
incrementan los numeros de Reynolds de los flujos, la capa limite tiende a hacerse
turbulenta, en forma muy similar al caso de un flujo laminar, en una tuberia, que se hace

turbulento, al aumentar el nimero de Reynolds. Cuando se produce la transicion de un
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flujo laminar a turbulento, el perfil de velocidad de la capa limite se hace mas complejo y

se incrementan los esfuerzos tangenciales en la superficie.

Figura 10. Desarrollo de una capa limite, cerca de una pared. Por cortesia de Educational
Services, Inc.

Los perfiles tipicos de velocidad de régimen laminar o turbulento, para flujos sobre un
objeto, antes y después de la transicion, es probable que tengan formas muy parecidas a
las mostradas en la Figura 11. En un flujo de capa limite, el cambio de velocidad de la

corriente principal a cero, sobre la superficie, se produce, habitualmente, en el curso de

una fracciéon de centimetro.
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Figura 11.Comparacion entre perfiles de velocidad laminar y turbulenta.

¢De qué modo la transicién del flujo laminar de capa limite explica el comportamiento del
coeficiente de arrastre en funcién del nimero de Reynolds? La respuesta es que un
gradiente de presion adversa hace que una capa limite laminar se frene gradualmente,
con la consiguiente inversion y separacién del flujo. Esto es, precisamente, lo que ocurre
en los flujos sobre una esfera, cuando los nimeros de Reynolds tienen valores inferiores
a 10°. Cuando el nimero de Reynolds sobrepasa 10° el flujo se hace turbulento y el
intercambio de impulso turbulento entre la capa limite y la corriente principal le permite a
la capa limite avanzar, a lo largo de la superficie de la esfera, antes de la separacion. Asi
pues, para un objeto tal y como una esfera, es conveniente contar con un flujo turbulento
de capa limite, para asegurar un arrastre bajo. Con frecuencia, se realza la transicién del
flujo laminar al turbulento, haciendo artificialmente que una superficie sea rugosa: es
precisamente por esa razon que las pelotas de golf tienen hoyuelos. Una pelota de golf
lisa, con tendencia a tener una capa limite laminar durante una parte de su vuelo,

experimentaria un mayor arrastre que una pelota rugosa.
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Debe observarse que los objetos extremadamente romos, como los discos planos
perpendiculares al flujo, no tienen posibilidades de sufrir ningin cambio en la distribucion
de la presiones, a causa del ajuste de la estela. Para todos los valores del numero de
Reynolds superiores a 10, el coeficiente de arrastre para un disco circular, normal al flujo,

permanece constante en C, =1.12. En general, los objetos muy achatados tienen

coeficientes de arrastre que son constantes para la mayoria de los valores de los nimeros

de Reynolds que se encuentran en la practica.

3.4 Flujo Sobre Cuerpos Aerodinamicos

Al extremo opuesto de los objetos romos, en el espectro, se encuentran los objetos
aerodinamicos. Por definicion, un objeto aerodinamico es aquel que tiene una region
pequena de estela, incluso con numeros elevados de Reynolds. En la figura 12., se
muestra un flujo sobre un objeto de forma aerodinamica, hecho visible por medio de
humo. Observe la pequefia region de estela, en comparacion con la que aparece detras
de la esfera, en la Figura 5. Aunque la distribucion de las presiones determinaba en gran
parte las caracteristicas de arrastre para los flujos sobre objetos romos, no sucede lo
mismo para los flujos sobre objetos aerodinamicos. El arrastre de los objetos
aerodinamicos se debe, principalmente, a las fuerzas tangenciales viscosas que se
ejercen sobre la superficie, por la llamada friccion superficial. La naturaleza de la capa
limite desempefia un papel muy importante en la determinacion de la magnitud del
esfuerzo tangencial. Dichos esfuerzos tangenciales son, habitualmente, mucho mas bajos
para los flujos laminares que para los turbulentos y, en consecuencia, es conveniente que
en objetos de forma aerodinamica se conserve lo mas posible el flujo laminar. Sobre un
objeto pueden existir, simultdneamente, tanto capas limite laminares como turbulentas. En
la Figura 13., se muestra la fotografia espectrografica del cuerpo de un proyectil dirigido,
en un flujo de Mach 3. Cerca del frente del cuerpo, la capa limite es laminar, mientras que

la transicion al flujo turbulento se produce cerca de la parte posterior.
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El hecho de que un objeto aerodinamico dependa de las caracteristicas de capa limite,
explica por qué un avion puede "perder sustentacion" durante un ascenso pronunciado. Al
aumentar el angulo de incidencia del flujo sobre un ala, el perfil aerodinamico se acerca
cada vez mas a la forma de un cuerpo romo. Finalmente, se produce una separacion de la
capa limite, se forma una gran regién de estela y el arrastre aumenta (no siendo ya
dependiente principalmente de la friccion superficial). Simultdneamente, la region de
presion constante que acompana a un flujo separado hace que disminuya el ascenso, que

es una funcion de la distribucion superficial de las presiones.

Figura 12. Vista de un flujo en torno a un objeto aerodinamico. Por cortesia de
Educational Services, Inc
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Coeficiente de empuje de la seccibn C

Figura. 13. Capa limite sobre el cuerpo de un cohete dirigido M=3. Cortesia de la NASA.

En la figura 14a, se muestra una curva de ascenso en funcion del angulo de incidencia,
para una superficie de sustentacién, y en la 14b, se muestra una curva de arrastre en
funcion del ascenso. Observamos que la curva de ascenso en funciéon del angulo de
incidencia varia casi linealmente hasta el punto en que tiene lugar la separacién del flujo
y, luego, repentinamente, se aplana, al iniciarse la separacion. El arrastre simultaneo
aumenta, como se muestra en la figura. 14b.
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Figura 14. Caracteristicas de arrastre y ascenso de un perfil aerodinamico a varios angulos
de incidencia: a) seccion del angulo de incidencia; b) seccion del coeficiente de ascenso. De
Theory of Living Sections, de |. H. Abbott y A. E. Von Doenhoff.
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El control del comportamiento de la capa limite es la base para la mayoria de los
dispositivos de "alto ascenso" para la aviacién. Por ejemplo, en la figura 15a, se muestra
una superficie de sustentacion en angulo tan pronunciado de incidencia, que ya ha tenido
lugar la separacion del flujo. Si se instalan ranuras de succién en el ala y se retira el aire
de bajo impulso de la zona separada, el flujo puede adherirse nuevamente al ala,
restaurandose el empuje de ascenso adecuado. El cambio del patrén de flujo se ilustra
con mucha claridad en la Figura 15b, donde la succion superficial se ha aplicado al ala en

el flujo representado en la Figura 15a.
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Figura 15. Control de la separacion del flujo en un perfil aerodinamico, mediante succion de la
capa limite: a) flujo separado en torno del perfil; b) flujo en torno del perfil de la parte a,
después de aplicar la succién de la capa limite. Cortesia de Educational Services, Inc.
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Hemos presentado resultados experimentales que proporcionan cierta perspectiva sobre
los fendmenos asociados con el flujo sobre objetos, en una corriente de un fluido. Ahora,
podemos hacer la pregunta mas importante, desde el punto de vista de la ingenieria:
¢, Podemos predecir analiticamente algunos de los efectos observados? He aqui unos

cuantos problemas tipicos que un ingeniero pudiera desear resolver:

¢ Podemos calcular la fuerza de arrastre que se ejerce sobre un objeto romo, cuando

dicho arrastre se debe, principalmente, a fuerzas de presion?

Para el flujo sobre un objeto aerodinamico, ¢podemos predecir los diversos regimenes de

flujo laminar y turbulento y el momento en que tiene lugar la transicion?

Una vez hecho esto, ;podemos calcular la fuerza de arrastre?

¢, Podemos predecir el punto en el que una capa limite tiene probabilidades de separarse

de un cuerpo?

Estas preguntas tienen una gran importancia y se han efectuado muy numerosas
investigaciones, para hallar respuestas satisfactorias. En la actualidad, no se ha
encontrado una respuesta satisfactoria para la primera pregunta. Para los cuerpos muy
romos, es conveniente, con frecuencia, efectuar una prueba con un modelo a escala
reducida y confiar en el hecho de que el coeficiente de arrastre, en gran parte, es
independiente del numero de Reynolds. Esta es la base para probar modelos a escala

reducida de automoviles en tuneles aerodinamicos.

Con el paso de los afios, ha ido aumentando constantemente la capacidad para predecir
las caracteristicas de los flujos de capa limite sobre objetos de formas aerodinamicas. En
la actualidad, el calculo de flujos laminares se ha perfeccionado considerablemente,
mediante el empleo de computadoras de alta velocidad. Queda todavia mucho por hacer
en lo que respecta al calculo de los flujos turbulentos de capa limite; aunque se estan

logrando progresos también en este campo. Para fines practicos, la prediccion de la

38



transicion del flujo es desconcertante. Por ejemplo, una cosa es predecir la transicion
sobre un ala lisa, en un tunel aerodinamico, y otra muy diferente el tomar en
consideracién la transicion de flujo en un ala real, en vuelo, puesto que puede haberse
vuelto rugosa, debido al polvo o los insectos. Examinemos ahora algunas de las teorias y
los métodos que pueden ser Utiles para efectuar analisis de los tipos que acabamos de

mencionar.

3.5 Calculo de la Capa Limite para Flujo Sobre una Placa Plana

Uno de los tipos mas simples de objetos que pueden colocarse en una corriente, es una
placa plana, paralela a la direccion del flujo. Iniciaremos nuestro estudio del calculo de la
capa limite, investigando la fuerza de arrastre de esa placa y el desarrollo del flujo sobre

su superficie, para un fluido de densidad constante. Dada una placa plana de longitud x,

inmersa en un flujo uniforme, de velocidad U, un método directo de analisis de la fuerza

de arrastre ejercida sobre la placa, es colocar un volumen de control en el flujo, como se

muestra en la Figura 16. Supondremos que la placa tiene una anchura b y que la altura

de la capa limite, en cualquier posicion, esta designada por ¢ = 5(x).

Si aplicamos la ecuacion de la cantidad de movimiento al volumen de control vy
observamos que el gradiente de presion es cero, debido a que el flujo externo tiene una

velocidad constante, tenemos:

X 5 5 . . . .
—bfrwdx -b J.pUzdy—j.U(fdy n Flujo de cgntldad de movimiento a
0 0 0 través de AB

en donde 7 es el esfuerzo tangencial sobre las paredes. Reconocemos que, en la

corriente principal, a lo largo de AB, el esfuerzo tangencial desaparece.
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Figura 16. Volumen de control para el flujo sobre una placa plana.

Existe un flujo a través de la zona AB, como lo indica la ecuacién de continuidad:

Gasto en masa

s s
atravésde AB b ijOdy —Ipudy
0 0

1)

=b| p(U, —u)dy (3.0)

0
Puesto que la componente de velocidad en la direccion x, a lo largo de AB, es U, el flujo

de impulso a través de AB es simplemente:

U, xgasto en masaa través deAB

7 (3.1)
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Dividiendo la ecuacion 1.2 por U_, tenemos:

1 5 ]ﬁrwdx:

pU;

arrastre _
bpU;

S —y

u u
1- d 3.3
U, [ Uo] g oY

Cambiemos la variable de integraciéon en la ecuacion 1.3, haciendo quen:%. Asi,

podemos escribir:

40



C, Ofu u
o 0fh -l
2 x-([ UO[ UOJ 7 (34)

Gracias a la ecuaciéon 1.4, vemos que en cuanto se conoce la variacion adimensional de

la velocidad,%] como funcién de la distancia adimensional de la placa, puede
0

determinarse el coeficiente de arrastre, 77.

3.5.1 Flujo laminar sobre una placa plana

Sigamos con nuestro analisis del flujo sobre una placa plana, suponiendo que el flujo
sobre la placa es laminar. Nuestro objetivo sera el de encontrar una forma del perfil de
velocidad que pueda emplearse en ecuaciones tales como la 3.4

En general, podemos esperar que la componente de velocidad de capa limite,u sea una

funcion de las variables siguientes:

u=f1(,U,,0,Uo>J/ax) (35)

Aplicando el teorema ra las variables de la ecuacién 3.5, encontramos el conjunto

siguiente de términos 7 : m=—
U,
U
7, = 0 X
7
r=2
X

Resulta conveniente definir una nueva variable =, z,, de tal modo que:

7y =Ty =y JU, e (36)

. *
Designemos con 7 a x,. Entonces,
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Figura 17. Velocidad adimensional en funcion de la distancia adimensional, para el flujo
sobre una placa plana.

Los experimentos y analisis de flujos laminares indican que %] es so6lo una funcion de
0

%2

n . En la Figura 17., se muestra un diagrama de %] en funciéon dern’. Los
0

experimentos confirman este resultado de manera notable. Habitualmente, se define

como "borde" de la capa limite a la altura donde%] ~ 0.99. En la Figura 17 vemos que
0

este valor se presenta para 7] = T7]5 aproximadamente igual a 5. Si o representa el

espesor de la capa limite, podemos escribir:
ns =0U, /WC
Por ende,

o=5 WC/UO (3.8)

Asimismo, podemos escribir la ecuacion 3.8 en la forma:

9__ 5 (39
5



en donde, R,, =U,x/v es el nimero de Reynolds, basado en la longitud del borde frontal

de la placa. Asi pues, podemos escribir ahora el parametro 7 = y5 , COMO:

*

Y _n

n=——r—=—=
nsyw/Uy M5 (3.10)

Por lo tanto, podemos reorganizar la ecuacion 3.4, como:

d
5 n

xC, _”j;‘* w o _w )
o UL Uy U, (3.11)

. . - rs . 0 * . 0
Sin establecer ningun limite tope superior para7}s, al determinar el borde superior de la

capa limite (dejando, en esa forma, que 77:;, sea tan grande como lo deseemos) y
utilizando la relacién funcional representada en la figura 17, la ecuacion 3.11 puede
integrarse, para dar:

_ 1.328 (3.12)

AR, x

En la Figura 18 se presenta un diagrama para CD, para el flujo laminar sobre una placa

Ch

plana.
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Figura 18. Coeficiente de arrastre en funcién del nimero de Reynolds, para flujo laminar
sobre una placa plana.

3.5.2 Flujo turbulento sobre una placa plana

Puesto que el numero de Reynolds basado en la longitud, aumenta conforme el flujo
avanza sobre una placa, la capa limite sufre una transicion de flujo laminar a turbulento.
Como veremos, el espesor de la capa limite se incrementa. Esta variacidn se presenta

graficamente en la Figura 19.

Desgraciadamente, los métodos analiticos del flujo de capa limite que pudieran aplicarse
en el caso laminar no sirven para el flujo turbulento. Una de las razones es que las
fluctuaciones turbulentas causan intercambios de la cantidad del movimiento del fluido
equivalentes a esfuerzos. Estos esfuerzos equivalentes, llamados esfuerzos de Reynolds,
no son dependientes de las propiedades del fluido y no pueden predecirse en la misma
forma que los esfuerzos debidos a la viscosidad del fluido. En consecuencia, las
relaciones empleadas en el analisis del flujo turbulento de capa limite, tiene una base

empirica firme.

44



Flujo turbulento
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Fig. 19 Flujo incompresible uniforme sobre una placa plana.

Los resultados experimentales tipicos, que tienen valor en el presente caso, indican que
los perfiles de velocidad para flujos turbulentos de capa limite sobre placas planas y lisas,

se aproximan mucho a las variaciones de perfil halladas en el flujo turbulento por tuberias.
il - . u :( /5)% , I
Ambas "distribuciones de potencia" del tipo U Yy , ¥ los perfiles logaritmicos
0

coinciden con los resultados experimentales.1 Una variacion tipica del perfil para la gama

del nimero de Reynolds de5x10° < R,,x <107, es:

17
u (1} (3.13)
U, \s

De manera similar, se ha descubierto que el esfuerzo tangencial para el flujo sobre las
placas lisas esta relacionado con el factor de friccion para el flujo a través de tuberias

lisas, en la forma:

f=7——=0.045 U3 (3.14)

' Debemos tener siempre en cuenta que la componente de velocidad u es la componente

media en funcién del tiempo, sin fluctuaciones turbulentas.
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Una expresion similar sirve para el flujo por tuberias, reemplazando U, por la velocidad

mediay o por R.

Suponiendo que un perfil con potencia de un séptimo es suficientemente exacto,
calculemos el coeficiente de arrastre para el flujo sobre una placa, suponiendo que dicho
flujo es turbulento, a partir del borde frontal de la placa. Substituyendo, la variacién del

perfil de potencia en la ecuacion 3.4, tenemos:

140
7 5 (3.15)

Vemos que el coeficiente de arrastre no puede determinarse Unicamente en funcién de x,

en tanto no se haya evaluado & en funcién de x. Esto puede hacerse como sigue:

diferenciando ambos lados de la ecuacién 3.3, tenemos:

1
L :igji - gy @16)
U dx dU U,

0

Sin embargo, a partir de las ecuaciones 3.14 y 3.16:

A
VJ _ 740 i

0.0225 — | =—=2
U, 72 dx

La ecuacion 3.17 es una ecuacion diferencial ordinaria para 5, que puede resolverse para
que dé:
0.37x 0.37x

5()6): (U x/v)l/s = (R x)l/s (3.18)
0 e’
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De paso, vemos, de acuerdo con la ecuacién 3.18, que la capa limite crece con una
potencia de cuatro quintos de x. Usando la expresién para o en la ecuacién 3.15,

obtenemos:
C, =0.072(R,,x)"

Los resultados experimentales indican que la variacion del coeficiente de arrastre coincide

mas exactamente con los datos, si se modifica dicho coeficiente de 0.072 a 0.074. Asi,
C,=0072(R,,x)""  (3.19)
Se ha descubierto que la gama de posibilidades de aplicacion de esta ecuacion es;

5x10° <R ,x <10’

En la Figura 20 se ilustra graficamente esa variacion.

0.010 T T
U'_'D'D'E! r ;\“N— B
0.008 E ] —
0.007 \ - “-..\ _— |
0.006 \ M r' {
\ }"-.,“ ' O A-puntos
0.005- \ B experimentales —
| tipicos 1
0.004 \ Q‘K% e
_ -' - L Ecuacién 12,23
@gos ] o :h‘\ﬁ:‘\ T\&// (Cy=0)
A7
| T K \E[ru;—:t:iu{m 12.23 H‘{-.,‘
0.002 f | (Cy=1700) | " 1‘--.._&_
: ! L M ﬂl.-""r‘"h.
| Laminar Ecuacibn 12,22
[ecuacion 12.15] |
0.001 - | | |
104 2 5 pf 2 5 p8 2 § 107 2 5 108 2 5 1p°
R - U,x
’ 14

Figura 20. Coeficiente de arrastre en funcién del nimero de Reynolds para un flujo sobre
una placa plana vy lisa.
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Se muestra el coeficiente de arrastre,C,,, junto con numerosos puntos obtenidos

experimentalmente. Aunque la ecuacion 1.19 es razonablemente exacta para valores del
numero de Reynolds que se acercan a 107, tiende a desviarse de los datos para valores
mayores y menores. Una mejor expresion, debida a H. Schlichting, se basa en una
variaciéon logaritmica de velocidad y tiene en cuenta el hecho de que la capa limite es

primeramente laminar y, después, turbulenta:

0455  C
(log Re’x)z'58 R x

C, = (3.20)

En donde C, depende del nimero de Reynolds para el que ocurre la transicion al flujo

turbulento. He aqui varios valores para una seleccion de numeros de Reynolds de

transicion posible:

Numero de Reynolds 3x10° 5x10° 10° 3x10°
0F 1050 1700 3300 8700

La curva obtenida a partir de la ecuacion 3.20, conC, =1700, se muestra también en la

Figura 20, y puede observarse que esta de acuerdo con los datos. Puede hacerse que la

curva pase por los puntos situados en la parte superior de la grafica, seleccionando un

valor de C, suficientemente pequefio o haciéndolo igual a cero.

Puede esperarse que la rugosidad de la superficie ocasione cambios en el arrastre y que
altere los esfuerzos tangenciales de las paredes, como en el caso del flujo por una
tuberia. Ademas, la superficie de una placa puede considerarse rugosa, cuando la altura
de los elementos de rugosidad se proyecta a través de la subcapa laminar de un flujo
turbulento. En general, la altura de una subcapa laminar se determina por medio de una

férmula equivalente a la empleada en los flujos por tuberias:

Yy _s
14
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Asi pues, una altura e de un elemento de rugosidad que asegure un flujo hidraulicamente

suave, debe satisfacer

Q<5
14

Al tomar en consideracion el flujo por tuberias, podemos referirnos a la rugosidad

relativa, ¢/ D, como parametro clave; pero para el flujo sobre una superficie, un parametro

razonable es &/6 . Para una altura dada de rugosidad, esta cantidad disminuird conforme

avance el flujo por la placa. Asi pues, un flujo tendra tendencia a hacerse hidraulicamente
suave en los puntos situados a cierta distancia del borde frontal de la placa. Por supuesto,
esos factores pueden tomarse en consideracion, expresando V* en términos del
coeficiente de friccion superficial local y calculando ¢ en diversos puntos. No obstante, H.
Sthlichting propuso una formula muy sencilla para determinar la rugosidad admisible y que

es valida para toda una placa de longitud /.

& < ]ﬂ (3.21)
adm
e’l
en donde
R
1%

Las férmulas tales como la 3.21 son importantes, debido a que 1) pueden extrapolarse
para dar una idea cualitativa de la rugosidad admisible sobre otras configuraciones y 2)
proporcionan una guia practica del grado de acabado de las superficies que se requiere

en una operacion, para establecer una superficie lisa.
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4. CAPA LIMITE EN EL DISENO DE TUBERIAS

4.1 Flujos Internos

En el presente enfocaremos nuestro esfuerzo en presentar los conceptos y teorias donde

la capa limite es de vital importancia para el disefio de tuberias.

Aunque los procesos de flujos externos y flujos internos, sean sustancialmente diferentes
entre si; comparten en el origen de sus investigaciones una inquietud comun. Esta, es la
determinacién cualitativa y cuantitativa de la resistencia y por ende lo relacionado con el
perfil de velocidades, la distribucion de presiones, y el campo de flujo; en los flujos
externos se estudia la resistencia experimentada por un cuerpo al avanzar al través de un
flujo, el arrastre del cuerpo al oponerse al flujo y las fuerzas de ascenso. Por otra parte, en
los flujos internos estudiaremos la resistencia experimentada por el fluido al entrar en

contacto con las paredes o fronteras que lo contienen.

4.2 Flujo- Pared Sélida

Siempre que un flujo en movimiento interactia con una pared sdlida, el esfuerzo cortante
que se genera afecta principalmente una zona de dicho flujo. Esta zona recibe el nombre

de capa limite, la cual puede ser laminar o turbulenta (ver figura 21).

Capa limite
A B’ /
Direccion e
del flujo s
A

B y
AR AR AR A AN AN AN

Distribuciones de velocidad

KA

Figura 21. Capa Limite. La presencia de pared sdlida afecta la distribucion de
velocidades del flujo. La velocidad es cero en al superficie solida y crece a mediad que el
flujo se aleja de ésta.
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En el caso de flujo turbulento la superficie sélida impide que cerca de ella ocurran las
vibraciones de V1 en forma libre, generandose asi una zona de flujo laminar. Esta se
conoce con el nombre de la Subcapa Laminar Viscosa (figura 22) y siempre se presenta

en flujo turbulento. Se denomina viscosa porque en ella priman las fuerzas inerciales.

Capa limite
laminar

Direccion l /._,( Capa limite turbulenta
del flujo P 8| &

«— Subcapa laminar viscosa

Figura 22 Desarrollo de una capa limite turbulenta mostrando la subcapa laminar que se
genera cerca al superficie.

El espesor de la subcapa laminar es mucho menor que el de la capa limite (6'< < 3). La
relacion existente entre &” y el tamafio medio de la rigurosidad de las paredes establece la

diferencia entre los flujos hidraulicamente lisos y los hidraulicamente rugosos (ver figura
23)

k <&
*. Flujo hidraulicamente

h, A k o
FI7rI ISR iso

\ Y

b A\

._\.

Rugosidad media Subcapa laminar

F /\\ / 7 k >8'
/\ W | ¢ - Flujo hidraulicamente
> ;;' B ; 0 rugoso

Figura 23. Flujos hidraulicamente lisos e hidraulicamente rugosos. El tipo de flujo depende
del tamafio relativo entre el espesor de la subcapa laminar &” y el tamafio de la
rigurosidad media KS.
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4.2 Esfuerzos En Tuberias Circulares

Si se utiliza la ecuacién de Bernoulli para le flujo en tuberias se puede encontrar que las

pérdidas de energia se manifiestan como pérdidas en la cabeza piezométrica, la cual se

define como
k

p*_p
pg Pg

Donde

p* = presion piezométrica = p+ 3gz

p = presion

z = altura hasta un nivel de referencia:

p = densidad del fluido

g = gravedad

Estas pérdidas son consecuencias del esfuerzo cortante que existe entre el fluido en
movimiento y la pared sélida. Para encontrar la distribucion de este esfuerzo en la seccion
transversal del flujo, se debe tomar el fluido contenido en un tramo de tuberia (volumen de

control) e indicar todas las fuerzas que actuan en él (ver figura 24).

Figura 24. Volumen de control para el flujo en una tuberia. Se muestran todas las fuerzas
que actuan en un fluido contenido en un volumen de control.
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Si el fluido contenido en el volumen de control mostrado en la figura 24 no se esta
acelerando, entonces >Fx = 0. Teniendo en cuenta este hecho se obtiene la siguiente

ecuacion:

pA-(p+dp) A+ Wcos@-7,Pdx=0
Donde

p = perimetro mojado (perimetro interno del tubo)

W = peso del fluido en el volumen de control

El peso del volumen de control es:
W =pg A dx
Luego
-dpA+pgAdxCosd- Pdx=0
Pero, de acuerdo con la figura
dx cos @ = —dz (Ver figura 24)

Por consiguiente
—dpA-pgAdz-7, Pdx=0

7, Pdx=A (dp +pgdz)

Como(p+pgz)=p*, la presién piezométrica es entonces:

7, Pdx =Adp*
De donde finalmente se obtiene:
Adp*
T, = ——— 4.0
P odx (4.0)
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Para conocer el esfuerzo cortante en las paredes de la tuberia (7,) solo hay que conocer

la caida en al presidn piezométrica en una determinada longitud de la misma tuberia, asi

como su geometria.

Para tuberias circulares

Luego

dp* dp*

To:ﬂ roxp :roxp
) dx 2 dx
T T,

Ademas, si se aplica un razonamiento similar a un “tubo” de fluido de radio r < ry (ver

figura 25) se obtiene

27 Ax (4.0°)

Esta ultima indica una variacion lineal de z con respecto a r, tal como se muestra en la

siguiente figura:

Figura 25. Distribucion lineal del esfuerzo cortante debido a la capa limite en tuberias
circulares.
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Si se utiliza la ecuacioén 4.0 se obtiene:

ry = A2
0 » / 4.1)
Donde
hy = pérdidas por friccion
I = longitud del tramo de tuberia
Nuevamente, par tubos circulares
_ pghyr,
Ty = ———
21

Esta ultima ecuacién establece una relacion directa entre el esfuerzo cortante en la pared
de una tuberia y la caida en la cabeza piezométrica h; De ahi que sea un primer paso
para la deduccién de una ecuacion de disefio. Es importante tener en cuenta que dicha
caida de cabeza es la que ocurre en un tramo de la tuberia de longitud L, el cual deber
ser recto, estar hecho de un solo material y no debe tener ningun tipo de accesorios que

produzcan pérdidas adicionales de energia.

4.3 Distribucion De Velocidades (Tuberias Circulares)

En este aparte se examinan las distribuciones de velocidad en las secciones
transversales de tuberias circulares. Posteriormente, dichas distribuciones son utilizadas
para establecer las diferencias entre los tipos de flujo y, por ultimo, para establecer las
ecuaciones de resistencia fluidas, las cuales se utilizaran para el disefio de sistema de

tuberia.
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4.4 Flujo Laminar

En el caso de flujo laminar en tuberias, el esfuerzo cortante esta definido por la ecuacién

de Newton para fluidos viscosos.

_dv
T= IUE
Para tuberias circulares, de acuerdo con a la distribucion de esfuerzos, se tiene:
_dvr
T, =H P To Z
Donde
r<rg
De esta ultima ecuacion se obtiene:
d_5 1
dr y7 A

Cuando se integra con respecto al radio r se obtiene la distribucion de velocidades

V=J.dv=r—°_|.orrdr
H Ty

2
v="1o| L +¢
iy \ 2

Para evaluar la constante de integracion se utiliza el hecho de que cuando r =ry v = 0;
luego con su maximo en el centro y su minimo (v=0) en las paredes internas de la tuberia.
C=——1

2u

Finalmente
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La cual es una distribucién parabdlica de la velocidad. En flujo laminar, la velocidad sigue

esta distribuciéon con su maximo en el centro y su minimo (v=0) en las paredes internas de

la tuberia.
L L :l' r |
}f M 4 F
[ ~
r
Eje de la
¥ TuDeria
Dirgccian
del fiu

q.—:—-

Figura 26. Distribucion de velocidades para flujo laminar en un tuberia de seccién circular

4.4.1 Capa limite en el desarrollo del Flujo Turbulento

La presencia de esfuerzos cortantes en las fronteras fluidos-sélidos y entre las diferentes
capas del fluido afecta la distribucion de velocidades que, en principio, deberia ser
uniforme. En flujos turbulentos, la presencia de la subcapa laminar viscosa (capa limite)
modifica aun mas dicha distribucion. En una tuberia con flujo turbulento se distinguen tres

capas, tal como se muestra a continuacion:

& Iy
¥ Distribucién
Eje de la tuberia exponencial
_1:'- L ] | ] 0 — L] v L] [ ] L] L}
LY _.J
-_r'l fona turbulema
assflaas AEmEEEEE ... ------------___...___..__ll____...___....__
\ ) { Diistribuc
\ Direceitn & istribucin
T ‘Ll ;:l'.l"'ll. 0 ,:':k'"" logarimica
II ‘-5
\ .
L | - Zona de transicain
-13 . TR .:":' (L= .l"". 3 .':”' nar
| ) S : ]
Esfuerzos Vielocidades

Figura 27. Capa limite en la Distribuciéon de esfuerzos y velocidades para flujo turbulento
en una tuberia de seccion circular (se muestra media tuberia).
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Para cada una de las tres zonas mostradas (la figura deberia ser simétrica en el sentido
vertical con el fin de incluir toda la seccion transversal de la tuberia) las distribuciones de

velocidades son:

4.4.2 Subcapa limite laminar viscosa (flujo laminar)
En esta capa, la magnitud del esfuerzo es practicamente constante e igual a 7. Por ser

flujo laminar, el esfuerzo debe estar gobernado por la ecuacién de viscosidad de Newton:
rou &
o M dy
Tal hecho implica que los gradientes de velocidad en esta zona deben ser muy grandes.

Igualmente, en la capa limite laminar, por ser espesor tan pequefio, se puede aproximar

asi:
v _ve
dy y
Luego
vX
To= H—
y
Dividiendo por la densidad:
To M Vs
p p Yy y

Donde v = viscosidad cinematica

La raiz cuadrada del término 7, /p, localizado en la parte derecha de esta ultima

ecuacion, tiene las siguientes dimensiones:
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{ T_O} _n (Dimensiones de velocidad)
\ p S

Por definicidon

Donde

V.= velocidad de corte

Esta velocidad (que no existe en la realidad) mide la magnitud relativa del esfuerzo
cortante en la superficie soélido-fluido; es muy importante en el estudio de transporte de
sedimentos por arrastres en rios y canales o en el disefio de tuberias utilizadas para el
transporte de material sélido en suspension. Es interesante observar la semejanza entre
esta ultima ecuacién y el esfuerzo turbulento de Reynolds; la velocidad de corte
corresponde a la raiz cuadrada del promedio temporal del producto de las vibraciones

aleatorias en las velocidades en xy y (vx y Vvy).

Luego

4.2)

La ecuacion 4.2 indica que la velocidad sigue una distribucién lineal con respecto a y (ver
figura 27), siempre y cuando y < 3; el espesor de la subcapa limite laminar viscosa. Esta

ecuacién ha probado ser valida hasta el siguiente limite:
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VX

—=11.6
Ve
lo cual implica que
V116
v

El ultimo resultado permite establecer una ecuacién para el calculo del espesor de la
subcapa limite laminar viscosa, lo que a su vez hara posible con claridad la diferencia

entre flujos hidraulicamente lisos e hidraulicamente rugosos.

5, _ 11.6v (43)

&

4.4.3 Zona de Transicion

Entre la subcapa limite laminar viscosa vy la zona completamente turbulenta existe una
zona de transicion donde el flujo deja de ser laminar para convertirse en turbulento. Se ha

encontrado (While ,1994) que esta zona se extiende entre los siguientes limites.

s <yp<70r
Vi Vi

El flujo no pasa de laminar a turbulento en forma subita, sino de modo gradual a medida
que las fuerzas viscosas pierden importancia frente a las inerciales. En esta zona, los

esfuerzos cortantes deben seguir la definicion de Prandtl dada anteriormente:

De alguna manera |, la longitud de mezcla, debe ser funcion de y, la longitud significativa

del problema en la zona de transicion. Luego:
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I=ky

Donde k es la constante de Prandtl-von Karman, igual a 0.4 ademas, Prandtl supuso que

el esfuerzo cortante es constante e igual a 7,,. Esto ha sido verificado experimentalmente.

Luego

Al dividirse por la densidad p se obtiene:
2
f_ozkzyz(f&j )
p dy
Al reordenarse se llega a:

dv _ld_y

X

ve ky

Para encontrar la distribucion de velocidades se debe integrar la ecuacion anterior,

proceso luego del cual se obtiene:

.1
7—;1ny+Cl (44)

*

Para evaluar la constante de integracion se supone que en el limite de las zonas rarmnar y

de transicion las ecuaciones 4.2 y 4.4 son validas al mismo tiempo; en consecuencia:
V| = Velocidad en le limite

Al aplicar la ecuacién 4.2:

/
= V.o =11.6

SIS

y, ademas, utilizar al ecuacion 4.4:
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ﬁzllné‘/ +C,
Ve k

y la ecuacion 4.3, se llega a:

V,_1, L6y ‘c (4.6)
V. k V.

Luego, al reemplazar la ecuacién 4.5 en la ecuacion 4.6:

11.6= Lip 16V
k

+C,

3k

y finalmente, al sustituir la ecuacién 4.7 en la ecuacion 4.4, se obtiene:

V f
ve_1, %y
V. k %

+C,
en donde:
C, =11.6-%ln(11.6)

Si se desarrollan los calculos, se tiene el siguiente valor para la constante C.:

C,=547
Por consiguiente, la distribucién de velocidades en la zona de transicion esta definida por

la siguiente ecuacion:

V o
_x:Lm V.y
V. 04 %

+5.47 (4.8)

El anterior analisis es valido si la rugosidad en la superficie no afecta la subcapa laminar

viscosa (ks < d/y); éste es le caso de los tubos con flujo hidraulicamente liso. Si se hace
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- . . V.
una grafica de la ecuacion 2.8 en la cual las abscisas representen In(—y y las
v

V . . . ,
ordenadas —, se obtiene una linea recta como la mostrada en la siguiente figura:

*

-
R

ey
I

Figura 28. Efecto de la rugosidad de la pared interna de la tuberia en la distribucion de

velocidades (a) Flujo turbulento hidraulicamente liso (ecuacion 4.8) (b) Flujo turbulento

hidraulicamente rugoso comparado con le liso. Nikuradse demostré que el corrimiento
hacia la derecha era igual al logaritmo natural de (ks v*/v).

Para el caso del flujo hidraulicamente rugoso, J. Nikuradse demostré que aunque la

distribuciéon de velocidades seguia siendo logaritmica, dependia de la rugosidad absoluta

V.
ks de la tuberia. Tal como se muestra en la figura 2.8 relacion entre In(—yjy vX/V* se
v

, , . . k. .
corria hacia la derecha en una cantidad igual a In———; este resultado fue igual para
v

todas las tuberias, con sus diferentes rugosidades absolutas, que probd en el laboratorio.
El corrimiento hacia la derecha generaba una diferencia vertical entre las lineas lisa y

rugosa, la cual se representaba por AB en la figura 28 (b). Nikuradse encontré que:
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AB =& 50 (4.9)
04 ¥

En consecuencia, es claro que el valor de la relacion v,/v para un valor de In  en un flujo
hidraulicamente rugoso debe ser un AB menor que el valor de la misma relacion en un

flujo hidraulicamente liso. Es decir:

V R
V. .04 %

+5.47-AB

ﬁzian*y+5.47—Llnk“‘V*
V. 04 v 0.4 v

+3.01

Ve o U ygag (4.10)
V. 04 k.

4.4.4 Zona Turbulenta

Algunos investigadores afirman que la distribucion de velocidades en la zona turbulenta
es muy similar a la de la zona de transicion, especialmente en el caso de flujo en tuberias.
Esto significa que la distribucién logaritmica antes encontrada es aplicable a esta nueva
zona. Otros autores afirman que dicha distribucidon es exponencial, regida por la siguiente

ecuacion:

Donde

<|
=

= velocidad media =

NIl

r, = radio total de la tuberia
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Ademas, se tiene que:

n =%siRe <100000

Si el numero de Reynolds (Re) aumenta, el exponente n empieza a disminuir. Esta

distribucién de velocidades se conoce como la ley de la potencia 1/7.

Finalmente, es importante establecer que el perfil lineal de velocidades de la subcapa
laminar viscosa so6lo conforma un 2%, o menos, del perfil total de velocidades en una
seccion transversal; de ahi que su presencia pueda omitirse en los analisis de flujo en
tuberia. Las ecuaciones logaritmicas 4.8 y 4.10 describen muy bien el perfil de
velocidades aun en la zona complemente turbulenta, excepto en el caso en que la presion
se incremente aguas abajo, como ocurriria de tratarse de un difusor. Por estas dos
razones suele considerarse que la distribucion de velocidades es logaritmica para todas

las secciones transversales de tuberias circulares con flujo turbulento.

Una vez desarrolladas las anteriores ecuaciones para la distribucion de esfuerzos y de
velocidades en flujos en tuberias, y conocida la interaccion entre el fluido y la pared sélida
del ducto, es posible establecer las ecuaciones de resistencia fluida que permiten el
disefo de sistemas de tuberias. En el siguiente numeral se establecen dichas ecuaciones
empezando por ecuaciones empiricas utilizadas para descubrir los fluidos mas simples.
Igualmente, se hace uso de la técnica de analisis dimensional para deducir la forma de la
ecuacion que gobierna la caida de cabeza piezométrica por unidad de longitud para flujo

en tuberias.

4.5 Perfiles de Velocidad

Una vez determinados los diferentes perfiles de velocidad para el flujo en tuberias
circulares, es interesante hacer una comparacion entre éstos con el fin de establecer

algunas conclusiones cualitativas que serviran para entender los procesos de disefio. Si
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se utilizan las ecuaciones 4.1 y 4.8 y 4.10 que describen los perfiles de velocidad

determinados por la capa limite para flujos laminar, hidraulicamente rugoso:

v="o ﬁ_ro (4.1)
2u\ r,

V .

Vi o VY s ag (4.8)

V. 04 V

V

Vo ol 2 1548 (4.10)

V. 04 &

Se puede establecer las siguientes relaciones entre la velocidad y la velocidad media
\_/=Q/A para cada uno de los tres tipos de flujo. (El procedimiento, relativamente largo,

se deja como ejercicio al lector).

e Flujo Laminar

<

=2(2l—y—2J (4.11)

Donde

y = Distancia medida des de la superficie interna de la tuberia en
Direccion hacia el eje de ésta

r, = Radio total de la tuberia.

¢ Flujo hidraulicamente liso

1 V.y
K_—41n . +5.47 (4.12)
oL o n

04 v
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¢ Flujo hidraulicamente rugoso

LR
” alnk—+8.48 (4.13)
Vo1

473
0.4

2
Si se utilizan estas dos ultimas ecuaciones es posible construir la grafica adimensional
mostrada en la figura 29, en donde la velocidad media es igual para todos los tipos de

flujo. Mediante la grafica es posible establecer las siguientes conclusiones cualitativas:

El perfil correspondiente al flujo laminar muestra una menor uniformidad de velocidades.
Esto indica que efecto viscoso de las paredes de la tuberia influyen sobre todo el campo

de flujo.

¥

.....

arunar

Hidrdwlicarmsnie liso

—_— mewm == He OE N e = WK He A0
Hidraulicamsare rugoso:;

I 5 O 5 i JOrem

Figura 29. Perfiles de velocidad. Velocidad media igual para todos los casos

El cambio en la distribucion de velocidades de flujo laminar a flujo hidraulicamente liso con
numero de Reynolds bajo (Re =4000) es el mas brusco de todos. Este hecho sugiere que
la generacion de turbulencia es un proceso rapido. El paso del orden al caos es subito

una vez se supera el limite de dominio de las fuerzas viscosas.
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A medida que aumenta el niumero de Reynolds en flujo hidraulicamente liso, disminuye la
relacion entre la velocidad maxima y la velocidad media. Es decir, el perfil se achata mas
y la distribucién se torna mas uniforme. Dicho fendmeno se explicaria por el hecho de que
las vibraciones turbulentas de la velocidad hacen que las particulas de fluido choquen
con mayor momentum contra la subcapa laminar disminuyendo su espesor. Sin embargo,
los cambios en el perfil son sutiles comparados con el cambio entre flujo laminar y flujo

hidraulicamente liso.

La diferencia mas marcada entre los perfiles lisos y los rugosos radica en que en los
primeros el efecto viscoso de la pared se siente mas que en los segundos. Los perfiles

rugosos son ligeramente mas uniformes que los lisos.

El efecto de la rugosidad absoluta de la tuberia estriba del flujo se vuelve cada vez mas

uniforme.

En las figuras 30 y 31 se muestra la evolucién de los perfiles de velocidad desde flujo
laminar hasta flujo turbulento hidraulicamente rugosos para una tuberia de concreto (ks =
0.0003 m) con diametro de 36 pulgadas, que transporta agua a una temperatura de 15°C
(v = 1.14 x 10® m%s). Los caudales y velocidades medias utilizados en dichas graficas

son:

Re Q Y -
() (I/s) (m/s)

500 0.4094 0.0006234
1000 0.8188 0.001247
2000 1.638 0.002493
4000 3.275 0.004986
100000 81.88 0.1247
150000 122.82 0.1871
200000 163.76 0.250
250000 204.7 0.312
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La figura 30 muestra el cambio de los perfiles de velocidad de flujo laminar (niUmeros de
Reynolds de 500, 1000 y 2000) a hidraulicamente liso (niumeros de Reynolds igual a
4000). Una vez mas claro el efecto de la aparicion subita de la turbulencia sobre los
perfiles. En el caso de flujo hidraulicamente liso, el perfil se vuelve mas uniforme
reduciendo de manera considerable el efecto viscoso causado por la presencia de las
paredes. Por otro lado, la figura 31 ilustra los perfiles de velocidad correspondientes al
cambio de flujo hidraulicamente liso (nimeros de Reynolds de 100000) a hidraulicamente
rugoso (numeros de Reynolds de 150000, 200000 y 250000). En la situacion, el efecto del
aumento de la turbulencia es menos apreciable, aunque sigue disminuyendo la zona de

flujo afectada por la presencia de la pared interna de la tuberia.

T ———
! —,
| o “a
, ---ﬂ-"“m._ “m,
1 X '-.I:L '...
i :I'rl »
= L
:_"’uﬂ o
A r-ﬂ"nf "
i o
_I"-F-..
—n -
G.e03 0,004 o.0os 0006 o.oo?
wimfs)
—*——He=4p00 —O——Am=2000 —*——Re=1000 —%——Rm=500

Figura 30. Perfiles de velocidad. Transicion de flujo laminar a hidraulicamente liso.
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—8— Re = 250000 —0O— Re = 200000 —+— Re = 150000 —>— Re = 100000

Figura 31. Perfiles de velocidad. Transicion de flujo hidraulicamente liso a hidraulicamente
rugoso.
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Por ultimo, la figura 32 muestra el efecto de la rugosidad de la tuberia sobre los perfiles de
velocidad. Se utiliza tres tuberias de material diferente: acero ribeteado (ks = 0.009m),
concreto (ks = 0.0003m) y PVC (ks = 0.0000015m). Para los tres casos se utiliza un
diametro de 36” y un caudal de 122.82 I/s correspondiente a un nimero de Reynolds de
150000. En la figura resulta claro que cuanto mas rugosa sea la tuberia mayor es el
efecto de las pardedes de ésta y, por consiguiente, el perfil de velocidades es menos
uniforme. Esta relacion se explica por el hecho de que cuanto mayores sena las
protuberancias rugosas de la pared de la tuberia, menor posibilidad de vibracion tiene los
paquetes de fluido y como consecuencia es menor la posibilidad de que el flujo disminuya

el espesor de la subcapa laminar viscosa.

v (mis)

----- Acero [k 0,008 m) = Concreto (& 00,0003 m) == PVC [k 00000015 n ]1
| | u |

Figura 32. Efecto de la rugosidad absoluta sobre los perfiles de velocidad (d = 36", Re =
150000).

4.6 Diseno de Tuberias Circulares

Los objetivos de este numeral son, por un lado, establecer mas utilidades para el disefio
de tuberias circulares, tanto para el flujo luminar como para flujo turbulento y, por el otro,
establecer en forma clara la frontera que diferencia el flujo hidraulicamente liso del flujo
hidraulicamente rugoso. Para lograr estos dos objetivos, se hace uso de técnicas como el
analisis dimensional. Las consecuencias que se plantean seran utilizadas con el fin de

disefiar sistemas de tuberias.
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4.6.1 Flujo Laminar

Para establecer las condiciones y principios que gobiernan el flujo en tuberias bajo el

régimen de flujo laminar se deben tener en cuenta dos principios:

En este tipo de flujo las fuerzas viscosas priman sobre las fuerzas inerciales.
En este caso se cumple la ecuacion de Newton para fluidos viscosos.
_dv

T=U &
Las ecuaciones que controlan el flujo laminar fueron desarrolladas por dos investigadores
en forma simultanea e independiente: G. Hagen (ingeniero aleman, 1794 - 1884) trabajo
en tubos de cobre y encontré que la pérdida de cabeza era proporcional al causal que
pasaba por la tuberia e inversamente proporcional a la cuarta potencia del diametro de
ésta.

Aha%
J. Poiseuille (médico francés, 1799 -1869), al investigar en 1840 el flujo de sangre en las
venas llegé a las mismas conclusiones. Lo interesante es que los resultados no son
aplicables al cuerpo humano, ya que la sangre es un fluido no newtoniano y las venas y
arterias no son tubos rigidos; pero en cambio si son aplicables a la ingenieria.

El proceso seguido por los dos investigadores se puede resumir de acuerdo con el
siguiente planteamiento. Con base en la figura 33, y suponiendo que el flujo se encuentra
completamente desarrollado, es decir, se consideran secciones (a una distancia
apreciable de la entra) se aplica la ecuacion 4.0 de distribucion de esfuerzos en tuberias

circulares:
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1] f.:-"_

Figura 33. Esquema de flujo laminar en tuberias tal como el utilizado por Hagen y

Poiseuille. Se muestra un cilindro de corriente dentro del flujo general en la tuberia. R es
el radio total; r es un radio variable que describe los diferentes cilindros de corriente.

r op*
L= (4.0)
Donde
p*=p+pgz
y
oV
T=Uu—
or

Luego, se llega con facilidad a las siguientes ecuaciones:

o r op*
p =X —
o 2 &

Para el caso del flujo laminar en tuberias, debido a que la velocidad sélo es funcién del

radio y la presién piezométrica es constante en la seccion transversal de la tuberia, los

diferenciales pueden remplazarse por diferenciales totales:

o _dv
or dr
y
op* dp*
ox dx
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Si se remplaza estas dos expresiones en la anterior ecuacion se obtiene:

v _r d* (4.14)
ﬂdx 2 dx '

y por consiguiente:
dv _r _dp*

52;1 dx

De esta ultima ecuacion se obtiene la siguiente expresion para el diferencial de velocidad:

(4.15)

2u  dx
Si se integra esta ultima ecuacion en una sola seccién transversal ( figura 33, por

ejemplo), con respecto al radio se obtiene

r 1 dp* ¢r
V=J~ dv =— P rdr
0 2u dx
En consecuencia:
2 gk (4.16)
v=r— P +¢
4u dx

Para evaluar la constante e integracion es utiliza la siguiente condicion de frontera:

r=Rentoncesv =0

Luego:
R* dp*
0=—L+c1
4u dx
De donde
__Rdp*
: 4u dx
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Al remplazar en la ecuacion 4.16, para el calculo de la velocidad en funcion del radio se

obtiene la siguiente ecuacion:

%
yoo LT g (4.17)
4u dx

Para longitudes no diferenciales de la tuberia, esta ecuacion se puede aproximar como:

V:L(pl _pz)(RZ_I,Z) (4.17/)
4u l

El sigho negativo de la ecuacion 4.17 significa que el valor velocidad tiene direccién
contraria al vector esfuerzo cortante. Esta ecuacion se conoce como la ecuacién de
Hagen-Poiseuille, en honor a los dos investigadores. En su forma original no es muy (util;

es mas usada bajo otra forma que se obtiene a través del siguiente procedimiento:
Se define un diferencial de caudal que pasa por el anillo del area diferencial de la figura
33:

dQ =v2mrdr

Se remplaza la velocidad v utilizando la ecuacién 2.17

*
dQ Z-LdL(Rz—rz)Zﬂrdr
4u dx
T dp* 3
dQg=—-— Rr—r’)dr
0 2 dx( ) (4.18)

Se encuentra el caudal total que pasa a través de la seccion transversal integrando la

ecuacion 4.18 con respecto al radio r variando entre 0 y R.
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_(FanH_(F_mdp* 3
Q_joarQ_jo—Z (R =rydr

T odp* R o, 3
=————| (Rr—r
0=~ 0 J, ¢ )
oz @R Y
2udx/| 2 4 |,
7 dp*R*
0=-—L_
2u dx 4
Teniendo en cuenta que:
dp* _ pl-p;
dx /

Aproximadamente valida para flujo uniforme (permanente) unidimensional en tuberias, se

llega a lo siguiente:

_7rR4 .

0= 5. (p; - p3) (4.19)

Dado que en el disefio de tuberias no es usual trabajar con el radio sino con el dinamico,

la Ultima ecuacién se convierte en:

4

0=

1284 (vl =r3) (20

Esta ecuacion es la forma mas usual de la ecuacidon de Hagen-Poiseulille.

La diferencia en la presidn piezométrica puede ser remplazada por a diferencia en cabeza
piezométrica (caida de la linea de gradiente hidraulico entre los puntos 1 y 2), con lo cual

se obtiene la siguiente expresion:

4

d
Q:
12814

pgAh

de donde se obtiene la siguiente ecuacion:
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" pg Ah

0= 28 4 1 (4.21)
La relacion entre la caida piezométrica y la longitud es la pendiente de friccion:
Luego
e (4.21)
128u

Otro resultado interesante que puede ser calculado mediante la ecuacion de Hagen-
Poiseuille es la magnitud de la velocidad media en una tuberia bajo condiciones de flujo

laminar; al utilizar la ecuacion 4.17 se tiene:

o i) e
4u /

La velocidad maxima se presenta en el centro de la tuberia, es decir cuando r = 0:

. R (p; —p3) (4.22)
max 4# l
La velocidad media se calcula al dividir el caudal (ecuacién 4.9 por el area mojada):
R (. .
2 8ul (p1 pz)
A 7R*
Luego
R R (4.23
b= R_Z (pl - pz)
8u [
Si se comparan as ecuaciones 4.22 y 4.23, se llega al siguiente resultado:
y=1y 4.24
2 max ( . )
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Para calcular el sitio donde se deberia colocar un tubo de Pitot a fin de medir la velocidad
media y poder calcular facilmente el caudal se debe igualar las ecuaciones 4.23 y 4.17

R p-p; 1 (p —p;‘)(Rz )

8u / 4u [

R2 2 2
= =R -7
(&)

2
r2:—R

2

R
r=——==0.707R

Esta ultima ecuacion establece que la velocidad media en un flujo laminar se debe medir

a una distancia igual al 70% del radio, medida desde el centro de la tuberia.

4.6.2 Flujo Turbulento

Las ecuaciones de friccion régimen de flujo turbulento utilizadas para el disefio de
tuberias son mucho mas generales que la ecuacion de Hage-Poiseuille. Su naturaleza es
muy similar a la de las ecuaciones que gobiernan el flujo uniforme en cualquier tipo de
conductos; en particular las ecuaciones para tuberias son aplicables aun si se trata de
canales, a pesar de que las fuerzas que tratan de acelerar el flujo en los dos casos que
son distintas (gravitaciones en el caso de canales y de presién en las tuberias). En ambos
tipos de conductos las fuerzas que tratan de frenar el flujo son las de friccion causada por

el esfuerzo cortante turbulento.

Para plantear la ecuacion general de resistencia fluida en tuberias circulares bajo
condiciones de flujo uniformes es necesario hacer un analisis dimensional en el cual se
involucren todas las variables relevantes al fenémeno. La variable dependiente es hs la

pérdida de cabeza por la friccion debido al esfuerzo cortante.
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La pérdida de cabeza debido a la friccion que experimenta un flujo cuando fluye por una
tuberia circular depende del diametro de ésta (d), de la longitud en que se mida la pérdida
de la cabeza friccion (1), de la velocidad media en la tuberia (v), de la rugosidad absoluta
de la tuberia que depende de la capa limite (ks), de la aceleracion de la gravedad (g), de
la densidad (p) y de la viscosidad del fluido (u). Por medio del analisis dimensional se
determina a continuacion la forma de la ecuaciéon que permite el calculo de las pérdidas

por friccion.

Variables Dimensiones
H (Dep) L

d L

I L

v L

Ks L

g LT?

p ML

u MLT
n=38 m=3

Entonces, el nimero de parametros adimensionales es: # Il s =n-m=8-3=5

Las variables repetitivas son: d, ya que es la variable que mejor describe la geometria del
problema; V, porque es la variables cinematica mas importante; y u, puesto que el

fenémeno del flujo en tuberias esta gobernado de origen viscoso.

Primer I1: contiene la variable no repetitiva / (longitud)
Hl :dxle’l#Zl
M°T°L’ =L (LT \(ML"'T™")*\ L

Para M : z1=0
Para T: -y1—21=0 entonces y; =0
Para L: X1 +y;—2z1+1=0 entonces x; =-1
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Luego el primer parametro adimensional es:

SegundoI1: contiene la variable repetitiva ks (rugosidad absoluta):

k
IT, = j (Rugosidad relativa de la tuberia)

Tercer I1: contiene la variable no repetitiva g (aceleracion de la gravedad):
H3 :dxsvyzluzsg
M°T°L =L (LT (ML'T")* LT

Para M: z,=0

Para T: -yY;-2,-2=0 entonces y3 = -2
Para L: X;+y; z;+1=0

Xy 2+1=0 entonces x3 = 1

Por consiguiente, el tercer parametro adimensional es:

d
IT, = _g2 (Inverso cuadrado del numero de Froude)
1%

Cuarto IT: Contiene la variable no repetitiva p (densidad del fluido):

H4 :dXAVY4ﬂZ4p
M°T°L’ =L (LT ") (ML'T")* ML

Luego el cuarto parametro adimensional es:
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d
IT, = ap (Numero de Reynolds)

U

Quinto II: contiene la variable no repetitiva dependiente hf (pérdida de cabeza por

friccion):

[y =d™v>u~h,

M°T°L =L (LT (ML"'T™")> L
Para M: z5=0
Para T: -ys—25=0 entonces y5 = 0
Para L: Xs+ys—2z5+1=0 entonces x5 = -1

Luego el ultimo parametro adimensional es:

Entonces, al utilizar todos los numeros adimensionales encontrados se puede establecer

la siguiente relacién matematica:

by
d

b

k
HF/F( ,d—‘zg,j,RerO (@)

!
d v

Los tres primeros numeros adimensionales de la ecuacion (a) pueden combinarse en la

siguiente forma:

h, [ d
f g
HSZF,HIZJ,H3=V—2
IT,I1, h.fdgd
b= T
. ve
B _thdg
7= 6 —
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Este nuevo numero adimensional puede ser remplazado en la ecuacién (a) para obtener

la siguiente expresion:

2 9
vl

2h.dg |
EIF”/F’( %8 —S,Re]=0
lo cual implica que:

2h,d
apr 2% _pl K pe
vl d

De esta ultima ecuacion se puede despejar la variable dependiente hy:

I1v:2g [k,
h, =— " —,Re
R Ay

4.25

Teniendo en cuenta que la ecuacién 4.25 se dedujo mediante el analisis dimensional y

que éste se basa en las ecuaciones de la fisica clasica (/' = ma ) se puede decir que es la

ecuacion de resistencia fluida mas general que existe. Cualquier otra ecuacién utilizada

para calcular las pérdidas de energia en un flujo debe ser, necesariamente, un caso

particular de la ecuacion 4.25

Debido a que los argumentos de la funcién F" de la ecuacién 4.25 (rugosidad relativa y

numero de Reynolds) son numeros reales adimensionales, el resultado de la ecuacion

también debe ser adimensionales. Si éste se denomina f se obtiene:

k
F'| 2 R|=
()
1—2
v
h,=f——
! fd2g

(4.26)

Esta ecuacion fue deducida por Henry Darcy, ingeniero francés del siglo XIX y por Julios

Weisbach, cientifico e ingeniero aleman de la misma época. Weisbach propuso el uso del

coeficiente adimensional f y Darcy llevd a cabo humerosos experimentos en tuberias con
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flujo de agua. Por esta razén, la ecuacién 4.26 se conoce como la ecuacion de Darcy-
Weisbach, la cual es la mas general para explicar la pérdida de energia ocurrida durante

el movimiento de fluidos.

4.7 Pérdidas debido a la fricciéon

Cuando se trata de conductos cerrados, el Unico tipo de energia que puede perderse por
razon del movimiento del fluido es la energia de presion, ya que la energia cinética debe
permanecer constante si el area es constante, y la energia potencial sélo depende de la
posicion. La energia de presion expresada como energia por unidad de peso del fluido
tiene unidades de cabeza (h), tal como se encontré en el analisis dimensional anterior, la

pérdida de cabeza por friccién es:

h, =fiv_ (4.26)
d2g
Donde
hy = energia por unidad de peso perdida por friccion
f = factor de friccion de Darcy
I = longitud del tramo de la tuberia
d = diametro de la tuberia
v = velocidad medid

Si se utiliza el radio hidraulico (R) en lugar del diametro de la tuberia (d), la ecuacion 4.26

se convierte en:

2
e A_m

== =1Entonces d=4R
P 4dr 4
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h _fii
77 4R 2g

en donde el facto de friccidon, tal como se establecid anteriormente, es una funcion

compleja del numero de Reynolds y de la rugosidad relativa.
f=F (Re, k, /d) (4.27)

Una vez establecida esta relacién de dependencia entre el factor de friccion f y el nUmero
de Reynolds del flujo (Re) y la rugosidad relativa de la tuberia (ks /d), el siguiente paso
obvio era determinar la forma exacta de la funcion de relacion. Este trabajo probé ser
altamente complejo y sélo hasta finales de la década de 1920 se culminé. Sin embargo,
después de los trabajos de Darcy y Weisbach muchos investigadores llevaron a cabo
estudios que constituyeron pasos clase en el desarrollo de la teoria del flujo en tuberias.
En los siguientes numerales se resumen dichos trabajos, los cuales mostraron dos

tendencias: trabajos basados en desarrollos tedricos y trabajos de laboratorio.

Relacién entre f y 1
El factor de friccion de Darcy debe estar relacionado directamente con el esfuerzo
cortante, ya que este ultimo es le responsable de las pérdidas de energia por friccién. Ese

argumento fue desarrollado por Darcy en la siguiente forma:

Si se toma la longitud de la tuberia como un diferencial de longitud dl, las pérdidas de

cabeza que ocurririan en ese tramo serian:

2
dh, _pdry”
' d2g

Al despejar el factor de friccion se obtiene la siguiente expresion:
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_2dg dh, (4.28)
v: o odl

Si se utiliza el radio hidraulico en lugar del diametro de la tuberia:

8gR dh,
= — 4.29
T (4.29)
Tal como se encontro antes, se tiene que:
Adn* dn * (4.0)
gy = Adp* _pdp*
P dx dl
De donde:
dp* 1 dh
ap” _To _ pg—L
dl R dl
dh T
_r__%
A peR (4.30

Si se remplaza la ecuacion 4.30 en la ecuacion 4.29, se obtiene;

_8gR 17,

2

v: pgR

de donde se obtiene faciimente la siguiente expresién que relaciona el factor de friccion

con el esfuerzo cortante en la pared de la tuberia:

87, (4.31)
pv’?

Esta ultima ecuacion indica que el factor de friccion debe disminuir a medida que la

f=

velocidad v aumenta, es decir, cuando el numero de Reynolds (Re) se hace mayor, lo cual
no implica que el esfuerzo cortante sea menor. Este resultado se debe entender de la
siguiente manera: a medida que la velocidad aumenta, las pérdidas de energia por unidad
de peso (cabeza) disminuyen; es decir; es mas eficiente mover un fluido, por unidad de
peso, con numeros de Reynolds altos que con numeros de Reynolds bajos en una tuberia
dada.
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4.8 El Factor De Fricciéon Para Flujo Laminar

Una vez establecida la ecuacion general para las pérdidas por friccion en tuberias,
Weisbach pudo determinar el factor de friccion para el caso del flujo laminar. Para hacer
esto utilizd la ecuacion de Hagen-Poiseuille (ecuacion 4.21) en conjunto con al ecuacion
(4.26).

Si se toma la ecuacion

" pgS,
0= T8u (4.21)
En donde:
S, =h,/l

Se puede despejar la energia por unidad de peso pérdida:

7rd4pghf
1284
- 1284;le _ 1282;dv (4.32)
ml”pg  4d° pg
Por otro lado:
) (4.26)
h, :fiv_
: d2g

si se igualan las ecuaciones 4.32 y 4.26 se obtiene la relacion que describe el factor de

friccion f para flujo laminar:
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I v 128ulv

d2g 4d’pg
_64u
vdp
_64 (4.33)
J Re

Esta ultima ecuacién indica que para flujo laminar en tuberias el factor de friccidon

unicamente es funcion del niumero de Reynolds. En este caso, la rugosidad relativa del

ducto no influye en las pérdidas por friccion.

4.9 Clasificacion Hidraulica de Flujos

Para el caso de flujos hidraulicamente lisos se sabia que el factor de friccion f sélo era
funcion del numero de Reynolds Re, P, R, H, Blassius, alumno de Prandtl, en 1911
encontré empiricamente que para numeros de Reynolds entre 5000 y 100000, el factor de

friccion se podia calcular de acuerdo con la siguiente ecuacion:

r= 0.316 (4.34)
Re(lzs

A pesar del limitado rango de aplicacién de la ecuacion de Blassius, sirvié para entender
los resultados encontrados por Reynolds 30 afios antes. Si se utiliza la ecuacién de Darcy

— Weisbach y se remplaza en ella la ecuacion de Blassius, se llega a:

2
ho=r iy (4.26)
' d2g
0316 1 v
! Re’> d 2g

de donde:
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B 0.316v"*1y?
e V0‘25d0'25d2g
0.158‘/0'251\/1'75
h, = P
g

h

Al dividir por la longitud y multiplicar por el peso especifico se obtiene:

7/hf B 0.158v0.25pvl.75
/ - d'’

% — 0 158v0425pvl.75d7.125

Esta ultima ecuacioén indica que la caida de presion por unidad de longitud del flujo en una
tuberia es proporcional a la potencia 1.75 de velocidad para flujo hidraulicamente liso; si la
ecuacion se multiplica y divide por le area transversal de la tuberia elevada a la potencia

1.75 se obtiene:

A_p_ 0'0158v0.25pQ1.75 41.75
/ - 775 AT

ATp: 0.241V0.25pQ1.75d—4,75

Resulta claro que la mejor forma de reducir las pérdidas de presion por unidad de longitud
consiste en aumentar el diametro de la tuberia. Es decir, la potencia requerida por una
bomba seria menor si la tuberia fuera mas grande; sin embargo, una tuberia de diametro
mayor seria mas costosa. Para un caudal dado, un aumento del 50% en el didmetro

reducira las perdidas de presion en un factor de 6.86%.

87



4.9.1 Diagrama de Nikuradse

Con el fin de estudiar la naturaleza del factor de friccion f, el ingeniero aleman Johann
Nikuradse, en 1933, hizo una serie de experimentos en los cuales utilizd tubos de
diferentes diametros en cuyo interior pegd arenas de granulometria uniforme, de tal
manera que obtuvo varias relaciones ks/d (relacién conocida como rugosidad relativa)
perfectamente determinadas. En cada uno de los tubos varié el caudal, de modo que
cubrié un amplio rango de numeros de Reynolds, con flujos que cubrian el intervalo desde
laminar hasta turbulento hidraulicamente rugoso. Sus resultados se esquematizan en la

figura 34. y se pueden resumir asi:

Cuando el numero de Reynolds es menos a 2000, es decir cuando el flujo es laminar, el
factor de fricciéon f varia en forma lineal con respecto al numero de Reynolds; es una
funcion inversa de Re, independiente de la rugosidad relativa ks/d. esto corroboraba los

resultados de Weisbach para flujo laminar

Figura 34. Resultados de Nikuradse
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Cuando el flujo es turbulento, el comportamiento de f se vuelve complejo, mostrando las

siguientes caracteristicas:

Cerca al Re critico (2200) todas las curvas coinciden. Existe una curva limite desde la

cual se separa poco a poco las curvas correspondientes a diferentes valores de k¢/d.

Los tubos con mayor rugosidad relativa se separan mas rapidamente de la curva “lisa”, lo
cual se debe a que a medida que aumenta el Re, disminuye el espesor de la subcapa
laminar viscosa, pasando asi los flujos en forma gradual de hidraulicamente lisos a

rugosos; estos ocurre mas rapido en los tubos de mayor rugosidad relativa ks/d.

Una vez que el flujo se separa de la curva “lisa” el factor de friccion f empieza a ser una

funcion compleja de Re y de k¢/d. en esta zona, el flujo se conoce como flujo transicional.

A medida que el Re sigue aumentando, las curvas individuales correspondientes a cada
ks/d se vuelven horizontales, lo cual implica que el factor f deja de ser funcion de Re y

pasa a ser solo funcion de k¢/d.

4.9.2 Diagrama de Moody

Tal vez el trabajo experimental mas importante fue el desarrollado por el ingeniero
norteamericano Lewis F. Moody a principios de la década de 1940, cuyos resultados

conformaron un articulo clasico (Moody, 1944):

Moody se baso en los resultados de Nikuradse y de C. F. Colebrook con el fin de
investigar las pérdidas por friccion de tuberias con rugosidades reales y no artificiales.

Sus trabajos se pueden resumir en los siguientes puntos:
En primer lugar Moody observd que en el diagrama de Nikuradse el factor de fricciéon f

solo era de la rugosidad relativa (ks/d) para flujos hidraulicamente rugosos. Esto

correspondia a la parte horizontal de las curvas correspondientes a cada una de dichas
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rugosidades. Al tomar los puntos (ks/d, f) del extremo derecho del diagrama de Nikuradse,
pudo producir la curva del factor friccion para flujo hidraulicamente rugoso que aparece en

la figura 35.

Una vez establecida la curva anterior, tomo tuberias comerciales de diferentes materiales
(acero, acero ribeteado, hierro dulce, hierro galvanizado, concreto, etc.) y diametros, las
cuales llevé al laboratorio a fin de medir las pérdidas por friccion y calcular su factor de
friccion para flujo hidraulicamente rugoso. Con el factor de fricciéon calcul6 la rugosidad
relativa utilizando la figura 35. Finalmente, con esta rugosidad y con el diametro de la

tuberia pudo calcular la rugosidad absoluta k.

Factor de friccion f

MR R R 0000, QLT o
Rugaosidad relativa & /d

Figura 35. Factor de friccion para flujo altamente turbulento.

Moody encontré que a pesar de que la rugosidad real de las tuberias comerciales era muy
diferente a la rugosidad artificial obtenida pegando arena en el perimetro interno de
tuberias, se podia obtener una rugosidad equivalente a la rugosidad de arena para cada
material. Es decir, encontré6 que independientemente del diametro, cada material se
comportaba siempre como arena (en cuanto a la rugosidad) de diametro constante. Por
consiguiente, cada material tenia una rugosidad equivalente que establecia su
comportamiento hidraulico. Por ejemplo, establecié que el acero comercial se comportaba
hidraulicamente como un tubo con arena de 0.045 mm de diametro y que el hierro dulce

equivalia a una arena de 0.26 mm de diametro.
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Con estos resultados produjo el diagrama mostrado en la figura 36, el cual se conoce hoy
en dia como el diagrama de Moody modificado o diagrama de rugosidades relativas. En
éste, la relacion establecida en la figura 35 aparece como la correspondencia biunivoca
entre las dos escalas verticales. Es importante aclarar que hasta este punto los resultados

de Moody sélo eran aplicables al caso de flujo hidraulicamente rugoso.

Utilizando sus resultados y la ecuacién de Colebrook-White, Moody pudo producir una
nueva grafica en la cual incluia todo el rango de flujo, desde laminar hasta turbulento
hidraulicamente rugoso, con el fin de estudiar el comportamiento del factor de friccion f
para tuberias comerciales. Esta grafica (figura 37) se conoce como el diagrama de
Moody. Durante mucho tiempo fue la Unica herramienta practica para el calculo del factor
de fricciéon que debia utilizarse en conjunto con la ecuacion Darcy-Weisbach, ya que las
ecuaciones matematicamente deducidas resultaron ser tan complejas que requirieron
métodos numeéricos para su solucidon. En la época anterior a la masificacion del uso de
computadores y calculadoras programables, el tener que utilizar métodos iterativos para el

diseno de tuberias resultaba engorroso y poco practico.
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La semejanza entre los diagramas de Nikuradse y de Moody salta a la vista. En ambos
existen la zona laminar, la curva correspondiente al flujo hidraulicamente liso y las lineas
horizontales que describen el flujo hidraulicamente rugoso para cada rugosidad relativa.
Asi mismo, en ambos existe la zona de flujo transicional, aunque es en esa zona en
donde se aprecia una marcada diferencia. En el diagrama de Nikuradse cada curva
correspondiente a una rugosidad relativa se separa en forma abrupta de la curva
hidraulicamente lisa. En el diagrama de Moody las curvas correspondientes a cada
rugosidad relativa se aproximan en forma asintética a la curva lisa. Esto sucede por que
en los tubos de Nikuradse la rugosidad tiene un tamarfio uniforme y, por consiguiente, al
aumentar el numero de Reynolds y disminuir el espesor de las subcapa laminar viscosa,
el efecto de la rugosidad se siente simultaneamente. En los tubos reales la rugosidad no
es uniforme, lo cual implica que su efecto sobre la hidraulica del fondo es gradual. Este

planteamiento se esquematiza en la figura 38.

Figura 38. El espesor de la subcapa laminar viscosa (8) disminuye a medida que el
numero de Reynolds y el caudal aumentan. En los tubos Nikuradse la rugosidad afecta en
forma simultanea la hidraulica de flujo. En los tubos reales, ese efecto es gradual, es
decir, las mayores prominencias de la rugosidad afectan el flujo antes que las menores.

4.9.3 Flujo Hidraulicamente Liso

Las ecuaciones usadas por Prandtl y Von Karman, ya deducidas a lo largo de este

capitulo, son las siguientes:
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Espesor de la subcapa limite laminar viscosa:

11.6v
S = v
V. (4.3)

Distribucion de velocidades en flujo turbulento

V.1
—~=—Iny+C
vy ta (4.4)
V. 1. Vy
~=—In—+5.47
A (4.8)

Esfuerzo cortante en la pared de la tuberia:
_Adp*

T, = 4.0
P odx *.0)
0 aproximadamente:
%
T (4.0
2 Ax
Relacién entre el factor de friccion y el esfuerzo cortante
=35 (4.31)

2
PV

El primer paso fue calcular la velocidad media del flujo mediante la distribucion de
velocidades representada por la ecuacion 4.8. Para esto se toma el diferencial dy de la

figura 39 y, teniendo en cuenta que la tuberia es circular, se puede establecer el siguiente

diferente de area:
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Figura 39 Distribucion para el flujo hidraulicamente liso desarrollado por completo en una
tuberia de seccion circular.
dA=2rn(r—y)=dy

Por este diferencial de area pasa el siguiente diferencial de caudal:

dQ =vdA
dQ = v27r(r — y)dy
Si se integran los diferenciales de caudal se obtiene el caudal total que pasa a través de

toda la seccion transversal de la tuberia. Por consiguiente:

0= ,do= [ 2m(r-y)dy
0 =2x[ v(r - y)dy

En esta ultima ecuacion v se remplaza por al funcién de y que la describe, es decir, por la

distribuciéon de velocidades para flujo hidraulicamente liso representada por la ecuacién

4.18. Luego:

Ve V.
0= 27[_“0(0.4 In vy + 5.47V*J(r - y)dy

Al expandir los paréntesis de esta ultima integral se obtiene:
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Si se lleva a cabo el proceso de integracion se obtiene la siguiente expresion:

Ve V. T V.
Q=2/{ PR T
\%

In esap LY Ve Vv VY sam X
0.4 04" 2 T N T0a 2 W oaa e
2 2 2 2
0= Lol Vo, Ve s gy e VeV s g
0.4 v 04 0.4 042 v 042 04 4 2

2
nr 3V e sa T
404 2

42 n 04
0= L 17200,
0.4 v

2
Q=27z((:/* N

ﬁ
2

(4.35)
La ecuacion 4.35 representa el caudal total que pasa por una tuberia circular de radio r

cuando el flujo es hidraulicamente liso. Con este caudal se puede calcular la velocidad
media al dividirsele por el area transversal de la tuberia.

;:2:%
A
=Ll o
0.4 v

(4.36)

En esta ultima educacién se tiene una especie de numero de Reynolds conocido como
Re-:

Re.. /"

(4.37)
Por definicién se tiene que:

V.
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Y si se despeja de la ecuacion 4.31:

—2

7, = % (4.31)

Mediante estas dos ultimas ecuaciones se obtiene la siguiente expresion por la velocidad

V.= \/%7 (4.38)

de corte en flujo hidraulicamente liso:

Re. - F dly
8 2v (4.39)

Finalmente, al remplazar las ecuaciones4.38 y 4.39 en la ecuacion 4.36 se obtiene:

?=\/Z?{Lln\/2117+1.72}
8 |04 V82

Al desarrollar esta ultima ecuacion:
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— =2.51n\/ZlRe+l.72
82

\/7Re
=0.883881In +0.6081
5.6569

=0.88388InRe/ / +0.883881In !
5.656

+0.6081
9

-4~ &~ I

—— =0.88388InRe./f —0.924 (4.40)

=

La ecuacion 4.40 es la forma original de la ecuacion de Prandtl-Von Karman par el calculo
del factor de friccion f en fluidos hidraulicamente lisos. Es importante tener en cuenta que
todo el analisis esta basado en la teoria de longitud de mezcla de Prandtl, la cual ha
probado ser muy exacta. Cémo ultimo paso estos dos investigadores decidieron cambiar
la base del logaritmo de la ecuacién 4.40 de base e a base 10. Al parecer las razones de
este cambio obedecieron sdlo al hecho de que en una época sin calculadoras electrénicas
y si computadores, trabajar con logaritmos en base 10 era mas sencillo. Al efectuar el

cambio de base la ecuacion 4.38 se transforma a:

L=2.0351ogm Re./f —0.924 (4.41)

Jr

Después de confrontar su teoria contra datos de laboratorio, Prandtl y Von Karman
establecieron la forma de la ecuacion para el calculo del factor de friccién en flujos

hidraulicamente lisos. Esta ecuacion no explicita para f es:

L:210g10 Re, f -0.8 (4.42)

Jr

4.9.4 Flujo Hidraulicamente Rugoso

De nuevo, le primer paso fue calcular la velocidad media mediante la distribucién de
velocidades representada por la ecuacién 4.10, valida para el caso hidraulicamente

rugoso. Si se toma el diferencial dy de la figura 40 se establece de area:
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Figura 40. Distribucién de velocidades para flujo hidraulicamente rugoso completamente

desarrollado en una tuberia de seccidn circular:

dA = 27r(r - y)dy
Por este diferencial de area fluye e siguiente diferencial de caudal:
dQ =vdA
dQ = v27r(r — y)dy
V.
dQ = 27{ p 1nkl + 8.48V*](r — y)dy

s

Para calcular el caudal total se integran los diferenciales de caudal sobre el area de la

seccion transversal de la tuberia:
o (Ve oy
0= L dQ = jo 27{7 lnz +8.48V, J(r — y)dy

Al expandir los paréntesis de la anterior ecuacion se llega a:

B Rfwar .y _V*y Yy
Q_zzzjo [ Ina= 848V, === n - 8.48V*y]dy

S N

Luego, se lleva a cabo el proceso de integracion:
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L L2 BTSSR LS S S v B
k k k 2 k4 k2 k 2

s s

2
0= 2{——lnr—§E Z-Kr—lnki—smf 2}

0=2

k 2

4T,
Q=m [04 k. }

La utilizacion d esta ultima ecuacién deja claro que la velocidad media es:

7. 2_9
A
Luego:
— V*
04 k, (4.43)
Como r = d/2 se obtiene:
vl 4 amy
0. 2k,
= 1 d
V=V,]—In—+473
0.4 2k, ] (4.44)

Por otro lado, se tiene que:

Luego al remplazar en la ecuacion 4.44 se llega a:

Vel A ian
8 (04 2k

Al despejar el factor de friccion f:
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=0.883881n

= 0.883881nki + 0.883881n% +1.672

s

= 0.883881nki +1.060

s

- - -

Nuevamente, Prandtl y Von Karman hicieron el cambio en la base del logaritmo a fin de
obtener la siguiente expresion para el calculo de la ecuacién de friccion f en flujos

hidraulicamente rugosos:

1 d
T =2.035log,, (k—j +1.060 (4.45)

N

Por ultimo, ajustaron su ecuacion a datos experimentales, estableciendo la siguiente

ecuacion:

1 d
_:2]0g10(—j+1.14 4.46
- ‘ (4.46)

Dicha ecuacion es valida para casos en los cuales el espesor de la subcapa limite es

menor que el tamanio real de la rugosidad absoluta de las paredes internas de la tuberia.

4.9.5 Flujos Hidraulicamente en Transicion

Para los casos en los cuales el flujo estaba en la zona de transicion entre los flujos
hidraulicamente liso y rugoso, Prandtl y Von Karman no pudieron deducir una ecuacién
que describiera el factor de friccion en funcién del numero de Reynolds y de la rugosidad
relativa. Encontramos que f era una funcion complicada de kJ/d y de Re. El
establecimiento de una ecuacion definitiva tuvo que esperar los trabajos de los

investigadores ingleses Colebrook y White.
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4.10 Clasificaciéon de las rugosidades en tuberias. Trabajos de Colebrook — White

La gran mayoria de los flujos en tuberias, cuando por ellas fluye agua, se encuentra en la
zona de transicién de los diagramas de Nikuradse y Moody; por ello son se podia aplicar
ninguna de las ecuaciones de disefio de Prandtl y Von Karmam. Dos investigadores
ingleses, C.F, Colebrook y White, hicieron una clasificacién de las rugosidades relativas
con el fin de entender mejor el flujo transicional. El trabajo de estos dos investigadores se

desarrolld en la siguiente forma.

Si en el diagrama de Nikuradse se hubiesen tenido en cuenta tuberias reales, la zona de
flujo transicional habria sido diferente. En la siguiente figura se esquematiza una parte de
ese diagrama, en el cual se establece la diferencia entre los tubos de Nikuradse y las
tuberias comerciales (reales). Es claro que la separacion de la curva “lisa” es gradual en

este ultimo caso.

Figura 41. Esquema parcial del diagrama de Nikuradse mostrando la diferencia de
comportamiento entre las tuberias reales y tubos de Nikuradse en la zona de flujo
transicional. Este trabajo utilizado posteriormente por Moody para desarrollar su diagrama
de tuberias comerciales.

Una vez establecido el comportamiento anterior, Colebrook y White decidieron, en 1939,
estudiar en detalle el flujo en la zona transicional, a fin de establecer una ecuacion que
permitiera el calculo del factor de friccion f para este tipo de flujo. Los pasos seguidos por

los dos investigadores fueron:
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Compararon la rugosidad absoluta con el espesor de la subcapa limite laminar viscosa

kS
k. _d
s 0
d
En esta ecuacion se puede remplazar el valor del espesor de la subcapa limite laminar
viscosa:
11.6
o'=—-
V (4.3)
Luego; se llega al siguiente resultado:
i’ _11.6v
d V.d (4.47)

Por otro lado se tiene que, por definicion:

V.= \/% (4.48)
ﬁ
8

Y al remplazar este ultimo resultado en la ecuacion 4.47 se obtiene:

5 11.6w/8 3281

Y de la ecuacion 4.38 se obtiene:

A

V. =

d VdJf Reyf
Finalmente:
ko _k, Rey/
o' d 3281
De donde:
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k k
jRe\/? =3281°5 (4.49)

Colebrook y White comprobaron con este ultima ecuacion que el término ((ks Re \/7)/d )

defina en forma clara la rugosidad relativa.

Tomaron las ecuaciones de Prandtl y Von Karman y las transformaron de la siguiente

manera:

Flujo hidraulicamente rugoso: Al despejar de la ecuacién 4.46 se obtiene:

L =-2 loglo(ij =1.14
Jf k, (4.46))
Flujo hidraulicamente liso:
1
W:ﬂoglo Re,/f -0.8 (4.42)

De donde se obtiene, restando 2 logy, (d/ks) a ambos lados de la anterior ecuacion, el

siguiente resultado:

1 d k,
" 2log,, ~ = 210g10(7Re\/7j -0.8 (4.50)

s

Compararon los términos de la izquierda de las ecuacion 4.46/ y 4.50 con el término
(ks Re \/7)/d y produjeron la grafica que aparece en la figura 42, para tubos comerciales

y tubos con rugosidad artificial.
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Figura 42. rugosidad relativa como funcion del factor de friccion f y el numero de Reynolds
en la zona de flujo transicional.

A partir de los resultados de la figura 42 obtuvieron:

Flujos hidraulicamente lisos:

k
—Re,/f <10 (4.51)
d

Flujos en la zona de transicion:

10< X Re 7 <200
d (4.52)

Flujos hidraulicamente rugosos:

kS
~Rey/f >200 (4.53)

Luego, tomaron la ecuacion 4.49 de la cual obtuvieron:
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Ref 3238
d o'
Y al remplazar este resultado en las desigualdades 4.51 a 4.53, llegaron a las siguientes

desigualdades:

Flujos hidraulicamente lisos:

K 35 80<10
é‘l

K <030

5

k. <0.3055' (4.54)

Este resultado indica que para que el flujo sea hidraulicamente liso, el tamafo de la
rugosidad tiene que ser menor al 30% del espesor de la subcapa limite laminar viscosa.

Flujos hidraulicamente rugosos:

k—s32.81 >200
é‘!

£26.10
é‘!

k. >6.105" (4.55)

Para que el flujo sea hidraulicamente rugoso el tamano de la rugosidad debe ser superior

a 6 veces el espesor € la subcapa laminar viscosa:
Flujos en la zona de transicién:

Con sus resultados, Colebrook y White lograron definir claramente los limites entre los

cuales ocurre el flujo en transicion:

0.3058" <k, <6.105' (4.56)

Este resultado los llevé a razonar en torno a que si la transicion debia ser un cambio

gradual entre las condiciones lisas y rugosas, la ecuacion necesaria para definir el factor
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de friccidn en la zona de transicidon deberia ser una combinacién de la ecuacion para flujo
hidraulicamente liso y rugoso. Teniendo en cuenta la anterior conclusién, Colebrook y

White establecieron la siguiente ecuacién para el factor f en la zona de transicion.

A partir de la ecuacion 4.42 se obtiene:

L 2log, ¥

Jr 251

Y de la ecuacion 4.46 de obtiene:

3.7d

1
——=2log,, &

V7

Después de estudiar el comportamiento de la rugosidad relativa en la zona de transicion
llegaron a la conclusion de que las dos anteriores ecuaciones eran dos casos particulares

extremos del flujo turbulento. Estas ecuaciones se podrian reunir en una sola:

1 37d Ref
ﬁ_mog“’[ k25l ]

s
Era claro que para el caso del flujo hidraulicamente liso, la rugosidad absoluta debia ser
mucho menos que el diametro de la tuberia y, por consiguiente, el primer sumando del
paréntesis debia ser de un orden de magnitud menor que el segundo, desapareciendo en

el limite. Lo contrario sucedia para el flujo hidraulicamente rugoso.

Finalmente, Colebrook y White decidieron invertir los términos del logaritmo a fin de que

apareciera la rugosidad relativa y no su inverso. Luego:

k .
L:—zlogw[ sy 2 J (4.57)

7 374" Rey7
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En donde combinaron los resultados de Von Karman. La ecuacién 4.57 probé ser valida
para todo tipo de flujo turbulento en tuberias. Sin embargo, tiene el problema de que no es
una ecuacion explicita para el factor de friccion f, lo cual implica la necesidad de utilizar

algun método numérico para calcularlo una vez se conozcan todas las otras variables.
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5. CONCLUSIONES

En el proceso de realizacién de la monografia se profundizé en varios conceptos basicos
sobre la capa limite y su importancia y como consecuencia aparecieron nuevas dudas que
fueron satisfechas a través de consultas a publicaciones sobre el tema y/o charlas con

nuestro asesor. Nuestros avances se ven reflejados en los siguientes:

El concepto de capa limite reconcilia la experimentacion con la teoria, al presentar un
procedimiento analitico cuyos resultados reflejan el comportamiento observado en el flujo
de fluidos, sean estos internos o externos, ademas, se constituye en uno de los avances
mas notorios en el estudio de la mecanica de fluidos por permitir determinar de manera
mas aceptable el perfil de velocidad y presién; por ejemplo, se pasd del cominmente
aceptado perfil de velocidad parabdlico consecuente con las investigaciones de Newton a
un perfil complejo conformado por segmentos exponenciales, logaritmicos y lineales, que

se ajustan de una mejor manera a los resultados obtenidos experimentalmente.

La introduccion del concepto, estudio y formulaciéon de la capa limite, proporcioné un
enlace entre el flujo ideal y el flujo real, lo que facilité el estudio de los fluidos y la
comprension de fendmenos tales como el arrastre, y la separacion de estela en objetos
abordados por un fluido; permitiendo avances en numerosos campos de la ciencia y la
tecnologia, encontrando aplicaciones en la optimizacién del disefio de sistemas de
conduccién de alta eficiencia, el entendimiento y estudio de sistemas naturales como la
circulacion del torrente sanguineo, intercambio gaseoso en el sistema respiratorio,
circulacion de sabia en las plantas, disefio de superficies en contacto con fluidos, como
cascos de buques y submarinos, fuselajes de aviones y transbordadores espaciales,
disefo de formas y superficies de automoviles de alto rendimiento. Y las posibilidades son
infinitas, ya que el concepto se puede usar en cualquier estudio donde intervengan

fluidos.
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La capa limite, es decir su espesor, longitud de separacion y el hecho de ser laminar o
turbulenta, depende en gran medida de las caracteristicas morfolégicas de la pared sdlida
con la cual interactua el fluido, entonces se puede decir que en el caso hipotético de
encontrar una superficie perfectamente lisa, el coeficiente de friccion, y por ende la capa
limite no existirian e inmediatamente el perfil de velocidad seria constante, el esfuerzo
cortante no seria mayor al producido por el intercambio del paquete de moléculas y sus
respectivos momentum y la caida presion seria notablemente pequefia . Ahora bien,
aunque la experiencia nos demuestre que esta condicién es imposible, se encuentran
superficies con diferentes rugosidades por lo cual los analisis matematicos difieren y
hacen necesario determinar si el flujo es hidraulicamente liso o hidraulicamente rugoso
por medio de la relacién del espesor de la subcapa laminar viscosa, y la rugosidad de la

superficie.

Al analizar la capa limite bajo la concepcion energética, se nota claramente que esta se
debe a un intercambio de momentum entre las particulas del fluido y las del sélido. Para
aclarar esto utilizaremos la herramienta del laboratorio mental: imaginemos una maquina
capaz de hacer tomas a una velocidad cercana a la luz y a nivel molecular con la cual
observaremos los choques entre moléculas de fluido y moléculas de la superficie sdlida
en las cercanias de esta, dando como consecuencia un sin numero de choques elasticos
que provocarian una drastica disminucion de energia de la particula fluida hasta el punto
de disminuir su velocidad a cero, dejandola confinada y en intimo contacto con la
superficie solida. En estratos superiores (hasta el eje de la tuberia) los choques suceden
entre particulas fluidas con velocidades diferentes provocando un intercambio menos

violento con el que se establece el perfil de velocidades descrito por los investigadores.
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