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Resumen

En este trabajo se presenta una formulacién por elementos de contorno para el analisis
de un fluido actstico acoplado a una membrana homogénea. La formulacién utilizo ele-
mentos constantes cuadrildteros para discretizar la frontera del fluido y elementos cons-
tantes para la membrana. Los nodos de la interfaz del fluido se utilizaron como pun-
tos de colocacién interiores para la membrana. La solucién fundamental elasto-estatica
fué empleada para resolver el problema dinamico. Las integrales de dominio relacio-
nadas con los términos inerciales y cargas distribuidas en el dominio, son llevadas al
contorno utilizando el método de reciprocidad dual en conjunto con la funcién de base
radial 14 r. Para la integracion en el tiempo de problemas transientes se usé el método
de Houbolt. Fueron analizados varios problemas bajo cargas de presion de impacto y
armonicas de baja frecuencia. Los resultados fueron analizados en general teniendo en
cuenta la naturaleza de las soluciones de problemas desacoplados resueltos con elemen-
tos finitos, aunque uno de los problemas pudo ser comparado con dos modelos acoplados
usando el método de diferencias finitas (FDM).

Palabras clave: (Elementos de contorno, reciprocidad dual, interaccién fluido-estruc-

tura, fluido acistico, membrana.)



VI

Abstract

This work presents a coupled formulation for boundary element analysis of an acoustic
fluid coupled to a homogeneous membrane. Constant quadrilateral elements and cons-
tant elements were used for fluid and membrane discritization,respectively. The nodes
of the interface of the fluid were used as interior collocation points for the membra-
ne. The elastostatic fundamental solution is used to solve the dynamic problem. The
domain integral related with the inertial terms and domain loads, are transformed into
boundary integrals using the dual reciprocity method in conjunction with the radial ba-
sis function 14 7. The time integration for transient problems is is carried out using the
Houbolt method. Several problems were analyzed under impact pressure loads and low
frequency harmonic loads. The results in general were analyzed taking into account the
nature of the solutions of decoupled problems solved by finite element method, although
one of the problems could be compared with two coupled models using the finite diffe-
rence method (FDM).

Keywords: Boundary elements, dual reciprocity, fluid structure interaction, acoustic

fluid, membrane.
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1 Introduccion

1.1. Andlisis de problemas acoplados de interaccion

fluido-estructura

Frecuentemente dos o mas sistemas fisicos interactiian entre si y la solucién de uno
de ellos es imposible de obtener independientemente, sin la solucién simultanea de los

otros. Estos sistemas se conocen como sistemas acoplados.

El acoplamiento se puede dar en dos formas a saber : A través de las condiciones de
contorno impuestas en las interfaces fisicas entre dominios, ver figura (1.1) ,0 a través

de las ecuaciones diferenciales de gobierno que describen fenémenos fisicos distintos, ver

figura (1-2).

Interface 17l 9

Interface

a) b)

Figura 1-1: a) Interaccién para dominios fisicos diferentes, b) Interacciéon para domi-

nios fisicos similares



1.1 Analisis de problemas acoplados de interaccién fluido-estructura

Figura 1-2: Problema de extracciéon de un metal en el cual el flujo plastico esté aco-

plado con el campo térmico

Uno de los sistemas acoplados mas comunes es el conocido como la interaccién fluido
estructura. En él, tanto el sistema fluido como el estructural no pueden ser resueltos
independientemente, dado que se desconocen las fuerzas que actiian en las interfases,

ver Zienkiewicz, Taylor et al. (2005).

La interaccion fluido-estructura es la interaccién de una estructura mévil y/o deforma-
ble que esta sumergida o contiene a un fluido. El movimiento de la estructura causa un
cambio en los esfuerzos del fluido que actian sobre la superficie mojada de la estructu-
ra, esto a su vez provoca un cambio en el movimiento de la estructura. Un modelo que
captura tal interaccion debe usar un acoplamiento de doble via, donde el movimiento
del fluido afecta el movimiento de la estructura y el movimiento de la estructura afecta
el movimiento del fluido. Sin embargo, la interaccion fluido-estructura podra envolver

interacciones oscilatorias o no oscilatorias.

Las interacciones oscilatorias ocurren cuando la estructura experimenta deformaciones
debido a las fuerzas transmitidas por el fluido, se deforma a su configuracion original
para reducir la deformacion, pero es forzada de vuelta hacia la configuracion deformada
una vez mas por las fuerzas del fluido. Esta interaccién contintia causando un movi-
miento oscilatorio en la estructura. Las interacciones no oscilatorias son aquellas que

causan una deformacién uniforme o casi-uniforme en la estructura debido a las fuerzas

del fluido.



1.1 Analisis de problemas acoplados de interaccién fluido-estructura

Existen dos clases bien diferenciadas de problemas de interaccion fluido - estructura:
En la primera clase se sitian aquellas aplicaciones en las cuales la estructura sufre pe-
quenas deformaciones. En esta clase se encuentran todo tipo de variedad de problemas
de acustica. Con pequenas, se quiere significar que los desplazamientos de la estructura
pueden ser despreciados en comparacién con las dimensiones globales del sistema. Aun
asi la velocidad que indice la estructura sobre el fluido en el borde de interaccién no
puede ser despreciada,como asi tampoco la elasticidad de la estructura, ya que esta

relaja al sistema pudiendo influir notoriamente en su dinamica.

En la segunda clase de problemas se sitiian aquellas aplicaciones en las que los despla-
zamientos de la estructura no pueden ser despreciados y deben forzosamente tomarse
en cuenta. Incluyendo, solo por mencionar unas pocas de estas aplicaciones, oscilaciones
de perfiles aerodiamicos, dindmica de paracaidas, prediccion de oscilaciones inducidas
y flujo sanguineo en arterias flexibles. En esta clase de problemas debe no solo tratarse
el problema de interaccién sino también el modelado matematico del movimiento de la

interfaz.

Dependiendo del acotamiento del dominio, diferente sera la naturaleza de estos pro-
blemas: en la mayoria de las situaciones el sélido es un dominio acotado, aquellos
problemas en que el dominio del fluido también es acotado se llaman problemas inte-
riores (por ejemplo, un tanque lleno de liquido) y cuando el dominio del fluido no es

acotado se llaman problemas exteriores (por ejemplo, una barco flotando en el mar).

Puede observarse que el conjunto de problemas que engloba la denominacién interaccién
fluido-estructura es muy diversa, sin embargo presentan dos caracteristicas comunes,
esto es, por una parte involucran el estudio tanto del fluidos como de estructuras solidas
y, por otro lado, requieren establecer modelos adecuados para una resolucion eficaz del

problema acoplado.



1.1 Analisis de problemas acoplados de interaccién fluido-estructura

De este modo, el fenémeno de interaccion fluido - estructura, al igual que los demas
problemas de la naturaleza pueden ser estudiados con la ayuda de las leyes fisicas en

términos de ecuaciones algebraicas, diferenciales o integrales.

Los ingenieros y cientificos que estudian estos fenémenos deben desarrollar dos tareas

bésicas para alcanzar este fin:
» [a formulacion matemdtica del fenémeno fisico
s La solucién del modelo matematico

Los modelos matematicos son desarrollados a partir de hipotesis. El desarrollo de ecua-
ciones de gobierno, en general, no es una tarea complicada, pero entregar su solucién
exacta si lo es. La utilizacién de métodos numéricos provee una alternativa para la

solucion aproximada de dichas ecuaciones.

Los métodos numéricos mas utilizados para los problemas acoplados son el método de
elementos finitos (FEM-Finite Element Method) y el método de elementos de contorno
(BEM-Boundary Element Method), aunque existen otros abordajes para casos parti-

culares.



1.2 Revision Bibliogréfica

1.2. Revisiéon Bibliografica

Las técnicas numéricas para tratar sistemas actsticos estructurales acoplados estaban
inicialmente basadas en formulaciones acopladas de elementos finitos (FEM-FEM), co-
menzando por Zienkiewicz y Newton (1969) y hasta en afios recientes como es el caso de
Merodio y Ortega (Nov. 2009). Sin embargo, el BEM comenzé a ser cada vez mas atrac-
tivo para distintas areas de aplicacién y se penso en cémo combinar sus ventajas con

las de elementos finitos.

Esto ultimo, porque ambos métodos poseen caracteristicas que les proporcionan ven-
tajas en un caso y desventajas en otro, el FEM es apropiado para modelar medios no
homogéneos asi como anisotropicos, y puede tratar no linealidades, el BEM permite
modelar regiones infinitas asi también regiones de alta concentracién de elevados gra-

dientes.

En aplicaciones donde el tamano del problema puede tornarse grande, como es el caso
de estructuras en contacto con una gran extensién de fluido, la particiéon del dominio en
elementos finitos puede hacer que las matrices de masa y rigidez del problema acoplado
sean bastante grandes, incrementando significativamente el tiempo de cémputo de los

eigenvalores.

En este caso, BEM se convierte en una atractiva herramienta reduciendo el tamano
de las matrices debido a que unicamente se requiere la particion de la frontera in-
terfase. Una desventaja del método, se encuentra en el hecho de que su formulacién
conduce a matrices no simétricas. Trabajos como los de Shaw y Falby (1978) Mathews
(1986), Everstine y Henderson (1990), , Coyette (1990),Hamdi (1991), Kopuz y Lalor
(1995),Rajakumar et al (1996), Li (1999), Gaul y Wensel (2002), Young (2008) y Soa-
res (2009) presentan formulaciones acopladas entre elementos finitos y elementos de

contorno para discretizar la estructura y el medio actstico respectivamente.



1.2 Revision Bibliogréfica

De manera mas especifica, se encuentran publicaciones importantes de interaccién flui-
do actstico y estructura tipo placas/cdscaras. Entre estas, se encuentran los trabajos
de Bézine (1980), Sgard, Atalla et al (1994), Bérot y Peseux (1998), Fritze, Marburg
et al (2005) y Li (2011).

Finalmente ,se han publicados diversos articulos de caracter aplicativo donde se es-
tudia el fenémeno de interaccién fluido actstico y estructuras del tipo Shell y Thin
Plates , fundamentados en métodos hibridos (principalmente FEM-BEM), entre ellos
estan: Rajakumar, Ali et al (1992), Everstine y Cheng (1992), Rajakumar, Ali et al
(1996), Chen, Ju et al (2000) , Xu , Wang et al (2002) , Citarella, Federico et al (2007),
Merz, Oberst et al (2007), Liu y Chen (2009), Merz, Kinns et al (2009), Of y Steinbach
(2010), Mollinedo H. (2010) y He, Liu et al (2011).

La aplicabilidad y eficiencia del acoplaje FEM-BEM es revisada por Von Storff (1992),
aunque Zienkiewicz , Kelly et al. (1979) en su famoso trabajo destacaron los beneficios

de combinar ambos métodos tomando lo mejor de cada mundo.

Las formulaciones BEM-BEM para problemas de interaccion fluido-estructura son re-
lativamente recientes y muy pocos trabajos se han encontrado en la literatura: Tanaka
y Masuda (1988), Nolte (1998), Nolte y Gaul (1999), Soares y Mansur (2006), Soares
(2008) y Burgschweiger et al (2008).

Tanaka y Masuda estan como pinoeros en el arbordaje de problemas de acoplaje fluido
acustico-estructura bajo este tipo de formulaciones. En su trabajo se asumié que la
estructura estaba compuesta de componentes tipo platina exitados por una fuente de
ruido externa o interna.La vibracién de la cavidad estd gobernada por la ecuacion de
Helmholtz y la estructura por la ecuacién reducida de vibracion para el pandeo fuera
del plano. La solucién del sistema de ecuaciones resultante permitié entonces conocer

las propiedades del sistema acustico-estructural acoplado bajo consideracion.
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Nolte centra su atencién en la propagacién del sonido en regiones acopladas (Flui-
do/fluido, fluido/sélido y sélido/sélido). Al emplearse solo formulaciones por elementos
de contorno, en contraste con elementos finitos, se satisface automaticamente la condi-
cién de radiacion de Sommerfel y no se producen, como con elementos finitos reflexiones
artificiales en las fronteras numéricas. Bajo este estudio solo se consideran problemas
de tipo exterior o de dominios no acotados, para ello utiliza técnicas de subestructuras

para la variedad de dominios en interaccion.

El método seleccionado para el procedimiento de acople fluido-estructura estd basa-
do en las siguiente formulacién para la frontera: Desplazamiento/vector de traccion-
Presién/velocidad de particula y para las interfaces se pueden calcular datos tipo Di-

richlet o Neumann.

Los problemas tratados fueron los siguientes:

s Interaccion Estructura-Fluido-Estructura:Emplea elementos estructurales cons-
tituidos de barras acero, y como fluido el agua.La frecuencia bajo consideracion

corresponde casi al caso quasiestatico (1000 Hz).

= Viga sumergida en un fluido: En este caso, la viga es una estructura esbelta
sumergida en agua.Las frecuencias analizadas son 1642/4597 Hz y 4596/9012 Hz

para el caso de un extremo fijo y ambos libres respectivamente.

» Interaccion Estructura-Suelo-Fluido:Se analiza el comportamiento dinamico de

estructuras sobre el suelo. Aqui se consideran frecuencias de 300 y 500 Hz.

Soares y Mansur, describen en su articulo un procedimiento iterativo para el acoplaje
BEM-BEM en el dominio espacio-tiempo. Basados en ciertas condiciones de frontera
en la interfaz y algoritmos iterativos, establecen el acoplamiento de subdominios para
tres tipos distintos de formulaciones en el espacio-tiempo : Dos basadas en las funcio-

nes de Green dependientes del tiempo (Una para subdominios acusticos y otra para
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suddominios eldsticos) y otra para el caso no lineal basada en las funciones de Green
elasto-estaticas para modelar regiones con comportamiento plastico, las cuales requiren

de discretizacion en el dominio.

Entre los problemas estudiados se encuentra un embalse con agua represada, donde se
desea conocer la historia en el tiempo de los desplazamientos de puntos escogidos sobre
la estructura del el embalse tras la interaccién entre el fluido y la estructura cuando
se aplica una carga senosoidal sobre la cresta de la estructura. Por otro lado, también
se analiza un canal de agua sobre un terreno, donde se modelan las siguientes tipos de
interacciones: Interaccién fluido-estructura, interaccién suelo-estructura e interaccién

fluido-suelo-estructura. Los resultados estuvieron acorde con otros articulos estudiados.

Ellos concluyen que usando tal procedimiento iterativo para el acoplaje, se alcanza una
convergencia en pocas iteraciones, y por tanto resulta mas econémico computacional-
mente que los enfoques directos. Ademas, establecen que existe una ventaja importante
sobre el acoplamiento directo: Se permiten usar diferentes incrementos de tiempo y re-
finamientos de malla para cada subdominio, entonces, es posible conseguir estabilidad

donde los algoritmos de acoplamiento directo conducen a resultados inestables.

En otra publicacién, Soares describe un procedimiento algoritmico estable que permite
modelar la interaccién acustico-elastodinamica de subdominios. Esto, gracias al empleo
de técnicas estabilizadas de elementos de contorno en el dominio del tiempo y el uso

de expresiones apropiadas para las fronteras de interfaz entre subdominios.

Este trabajo se enfoca exclusivamente en el acoplaje de formulaciones de elementos de

contorno basadas en soluciones fundamentales transientes.

Se consideran dos ejemplos numéricos a saber: El primero se trata de un embalse car-

gado en su cresta interactiiando con el agua almacenada de un lago semi-infinito. El
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segundo, se trata del andlisis de una pared sélida adyacente a un dominio cerrado
de fluido. Los resultados en ambos casos fueron apropiados y obtenidos a bajo costo

computacional.

Finalmente, Burgschweiger et al en su investigacion, realizaron calculos para la resisten-
cia al blanco actstico de objetos elasticos basados en el acoplamiento BEM-BEM. Este
trabajo se hizo teniendo en cuenta la importancia de la deteccién y clasificacion de
objetos puestos en el fondo del mar o enterrados parcialmente en el sedimento para las
misiones de caza de minas. Los objetos bajo consideracion fueron: Cilindros rigidos o
de cobre y esferas de aluminio inmersas en agua.

La anterior revisién bibliografica permitié identificar que hasta la fecha solo se han aco-
plado formulaciones del método de elementos de contorno en el dominio de la frecuencia
y en el espacio-tiempo ( empleando soluciones fundamentales transientes) generalmente

a través del BEM clasico.

Se evidencia también que el método de elementos de contorno de reciprocidad dual
(DR-BEM),ver Partridge et al (1992), es uno de los mas utilizados para convertir in-

tegrales de dominio a la frontera.

Por otra parte, como en problemas acoplados el costo computacional incrementa con el
aumento de la frecuencia bajo anélisis, tanto FEM como BEM tienen hasta el momen-
to un limite de frecuencias de aplicabilidad y las técnicas de reduccion de tamano de
modelos contintdan siendo objeto de exploracién. Técnicas no deterministicas se siguen

proponiendo para problemas en el rango de media a alta frecuencia.

Algo importante a rescatar dentro del estado del arte es que dentro de la literatura no
existen formulaciones acopladas BEM-BEM planteadas para analizar problemas espa-
ciales de pared delgada acopladas a un fluido actustico, solo se han analizado sélidos

acoplados y tal formulacién no es valida para estructuras de pared delgada ni membra-
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nas. Por otro lado, estos andlisis no se han hecho utilizando soluciones fundamentales
elasto-estaticas en conjunto con métodos como el de reciprocidad dual para el trata-
miento de las integrales de dominio. Por tltimo, la mayoria de problemas analizados
hasta el momento estan constituidos por geometrias simples y cantidades de elementos

o grados de libertad relativamente pequenos.

Frente a la existencia de pocos estudios usando BEM en el analisis de estructuras espa-
ciales de pared delgada, estudiar un fluido acoplado a este tipo de estructuras usando
una formulacién BEM-BEM en el dominio espacio-tiempo significa un aporte al area
cientifica. Ademds, trabajos como los desarrollados por Useche y Albuquerque (2012)
en el analisis dindamico de placas,constituyen una base fundamental para el desarrollo
de trabajos relacionados con el acoplaje de estructuras espaciales delgadas a fluidos

acusticos bajo formulaciones BEM-BEM.
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1.3. Descripcion del trabajo de investigacion

El objetivo de este trabajo es desarrollar una formulaciéon basada totalmente el elemen-
tos de contorno que permita analizar la respuesta dinamica de estructuras espaciales

delgadas acopladas a fluidos acusticos en el dominio espacio-tiempo.

El método de elementos de contorno de reciprocidad dual (DR-BEM) fué escogido para
realizar este proyecto, debido a que trabaja con las mismas soluciones fundamentales
de la ecuacion diferencial de Laplace para todos los problemas fisicos gobernados por
ecuaciones del tipo Poisson y tan solo requiere puntos de colocacion en vez de células
(BEM clésico) para evaluar las integrales de dominio, ver Partridge et al (1992),ademas

de ello es el mas reportado para trabajar con problemas dinamicos.

Haciendo un balance entre las ventajas y desventajas entre los esquemas de discreti-
zacion usando BEM en el dominio de la frecuencia y en el dominio espacio-tiempo, el
presente trabajo se desarrollé para obtener una formulacién acoplada BEM-BEM en
el espacio-tiempo , primero porque estd mas acorde con la formacién ingenieril y por
ello resulta mas facil de entender, y con el avance actual en términos computacionales,
la capacidad de memoria y procesamiento no es una limitante para abordar problemas
de interacccion fluido-estructura, y ademas, porque la revisién bibliografica no reporta
el uso de esta formulacién con soluciones fundamentales elastostéticas (independientes

del tiempo) en estructuras espaciales delgadas, ni en membranas.

Con esta formulacién acoplada, se analizaran problemas de interaccion fluido-estructura
de tipo interior : problemas elasto-actusticos . Un problema modelo, de este tipo, con-
siste en determinar la respuesta dinamica de un fluido acustico, que ocupa un dominio
acotado , en contacto con una estructura elastica , ambos en pequenos desplazamientos

, sujeto a fuerzas externas periddicas.

En las aplicaciones es usual que la estructura sea delgada, en cuyo caso , ademas , la
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interaccion entre el fluido y la estructura suele ser mas fuerte. Un ejemplo tipico de

aplicacion es la dinamica de paracaidas.

Por otro lado, en este trabajo se consideran solo estructuras delgadas bajo la teoria
de pequenos desplazamientos; de manera mas especifica , membranas isotrépicas en el
rango de baja frecuencia acopladas a un fluido actstico donde intervienen cargas de

impacto y armonicas.

Hay que tener en cuenta que la prediccién numérica del comportamiento dindmico de
sistemas acoplados no puede dividirse en un subproblema estructural y uno acustico,
debido a la fuerte interaccién entre las componentes del fluido y la estructura. De alli la
importancia de proponer nuevos esquemas de acoplamiento numérico para la solucién
de dichos problemas y que en el peor de los casos tenga la misma eficiencia compu-

tacional de los esquemas antecesores o méas recientes.

Este trabajo contribuye sustancialmente al avance de la técnica y el conocimiento, y
permitird integrar nuevos modulos de simulaciéon numérica para problemas de actstica
y elasto-actstica a las librerias del Phisics del grupo de investigacion GIMAT de la

UTB.

La formulacion presente en es trabajo buscara dar cabida a nuevas investigaciones para
problemas similares en rangos de frecuencias mucho mas altos y asi explotar las capa-

cidades del método de elementos de contorno.

El trabajo fué divido en tres etapas: Las dos primeras enfocadas a la validacién de
las formulaciones por elementos de contorno de reciprocidad dual implementadas para
cada problema fisico en forma desacoplada, y la tercera enfocada en el desarrollo del
esquema de acoplamiento para las ecuaciones de gobierno del problema de interaccién

fluido-estructura, y su revision.
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El presente trabajo consta de cinco capitulos: En el capitulo 2 se presentan tanto el
analisis dinamico de una membrana en contacto con un fluido acustico, como el analisis

para una membrana en vibracién libre. Ambas ecuaciones diferenciales son discretiza-

das por DR-BEM.

En el capitulo 3 se presenta la formulaciéon por DR-BEM de la ecuacion de ondas para

fluidos acusticos.

En el capitulo 4 se presentan las ecuaciones de acoplamiento para el problema de in-
teraccion fluido actstico - estructura y se muestra la forma de la implementacién para

la construccién y solucion del sistema global de ecuaciones que rigen al fenémeno fisico.

En el capitulo 5 se presentan algunos resultados numéricos para un fluido actistico

contenido acoplado a una membrana.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones finales de los resultados

obtenidos y se proponen algunos trabajos futuros.



2 Capitulo 1

2.1. Analisis dindmico de una membrana

2.1.1. Ecuacion de equilibrio dinamico de una membrana en

contacto con un fluido acustico

Figura 2-1: Dominio para una membrana elastica

La ecuacion diferencial que rige las vibrasiones transversales de una membrana elastica
con dominio espacial w,, confinada por la frontera ', = '} UT2, y que est4 en contacto

con un fluido estd dada de acuerdo a Myint-U y Debnath (2007) por:
T,V?*w + py = pi (2-1)

Donde V2 es el operador laplaciano , T, es la tensién por unidad de longitud de la mem-
brana, p es la masa por unidad de drea de la membrana, p; es la presién del fluido,
w denota la deflexién y w la aceleracion. Controlando la tension ejercida sobre ésta es

posible controlar su rigidez y la frecuencia natural de la misma. Empleando la teoria
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de pequenos desplazamientos, se puede asumir que la tensiéon permanece constante y

no se ve afectada por la deflexion de la membrana.

Dividiendo toda la ecuacion por la tension se obtiene:

pr 1
2 o .
V w + TO == %w (2-2)

Donde ¢, = 1/% , la cual representa la velocidad de propagacion del sonido en la

membrana.

Las condiciones iniciales son las siguientes:
w(x,0) = wo(x); w(x,0) =wi(x) x€Q, (2-3)

y las condiciones de frontera tipo Direchlet y Neumann son:

0 N
wix,t) = w(x,t); x €Tl t>0, hx,t)= a—z —h(x,t) x€T2,t>0 (2-4)
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Formulacién por elementos de contorno de reciprocidad dual (DR-BEM)

La ecuacién diferencial (2-8) puede representarse por una formulacién integral por

elementos de contorno de la forma:

c@m@w+ﬁmgww@wﬂ—éwwxmmﬂ@zﬁiémem@@m
1

+ % ; w* (&, x)W(x,t)dS2 (2-5)

Donde x y £ son los puntos de campo y de colocacion, respectivamente g = dw/0n,
n es el vector unitario normal hacia afuera , w*(&,x) y h*(&,x) son las soluciones
fundamentales para los desplazamientos y gradientes, respectivamente , las cuales para

problemas bidimensionales son, ver Becker (1992):

1
w' = ——In(|x - €]) (2-6)
ou* 1
W= = (x=&)m (2-7)

Las integrales de dominio pueden convertirse en integrales del contorno usando el méto-

do de reciprocidad dual, obteniéndose lo siguiente:

q@m@w+AM@@wmwﬂ—Awmxmuﬁw_

1 NDEM g A o
3 o (@ ot + [ 1 dlexar - [ (e e )

o (@) afxt) + [ €. 0300 — [[w€.x) (6 ar )29

Donde NDRM y M DRM representan el nimero total de puntos de colocacién aso-

ciados a los términos no homogeneos; @ (&, x), w2 (€, x),
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hi(&,x), h% (&, x) representan soluciones particulares de la ecuacién de laplace. Los coe-
ficientes o estdn relacionados con @ a través de w = > of f{, y de modo similar, los
coeficientes af estdn relacionados con py a través de py = > ab f3. La ecuacién se

puede reescribir como, ver Partridge et al (1992):

N
£t~|—z h*£, w(x, t)dly, — kZ/F h(x, t)dl}, =
=171k

1 NDRM ) N )
_i Z a{ < C; +Z/ h* 5, dFk Z/ka (§,x)dfk>

j=1
1 MDRM N

> (( +Z/ B (€, %) 08 (£, X)dT'y — Z/ xR (€, >drk>
Cim n=1 =1

Escogiendo las mismas funciones de aproximacion de base radial para las integrales de

dominio a trasformar y usando la forma matricial compacta,la ecuacién anterior se

simplifica a:
"Mw+"Hw-"Gh+Bp" =0 (2-9)

Donde ™M es la matriz de masa de la membrana, " H y "G son las matrices de influencia
, B es la matriz que convierte las presiones de dominio del fluido a fuerzas de presién
sobre la membrana,y w,w, h, pP" son los vectores de aceleracion, desplazamientos, la
derivada del desplazamiento con respecto a la normal y la presion transmitida por el

fluido, respectivamente.
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2.1.2. Ecuacién dinamica de la vibracion libre de una membrana

Para este caso la ecuacion diferencial sin incluir las fuerzas de cuerpo, ni fuentes , es

una simplificacién de la ecuacion (2-1) y estda dada por:
V2w = —1i (2-10)
Donde ¢, = 4 /% , la cual representa la velocidad del sonido en la membrana.

Formulacién por elementos de contorno de reciprocidad dual (DR-BEM)

La formulacion integral ecuacién diferencial (2-10) se puede escribir como:

c(€yw(e, 1) + /F B (€,%) w(x, t)dT — /F “(€.x) h(x, )T = — / “(€x)i(x,d  (2-11)

La forma discretizada de la ecuacién (3-4) por DR-BEM es :

N N
w(ﬁat) + h*(£7X> w(xvt)dr - w*(f,x) h(X,t)dF =
NDE N
T Z ( 'Ll)z] X, t + Z/ h* E‘, w] 5, dFk — Z/ )dFk>

La representacion del sistema de ecuaciones en forma matricial compacta es:
"Mw+"Hw-"Gh=0 (2-12)

Donde ™M ,"™H y ™G son la matriz de masa y las matrices de influencia ,respecti-
vamente,y w, w, h, son los vectores de aceleracion, desplazamientos y la derivada del

desplazamiento con respecto a la normal , respectivamente.
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2.2. Esquemas de integracion en el tiempo

Tanto la ecuacién (2-9) como la ecuacién (3-9) poseen el término de la aceleracién
w.término necesita ser discretizado en el tiempo y de esta forma tener la solucién de

las variables desconocidas para cada intervalo de tiempo.

Existen varios esquemas de integracién en el tiempo para la solucién de problemas
dindmicos, incialmente aplicados a estructuras, sin embargo los esquemas de los cuales
se conoce mayor uso con elementos de contorno estan el método de Houbolt y el método

de Newmark y algunas variantes como Houbolt-Alfa y Newmark-Alfa, ver Carrer, and

Mansur (2004).

Los métodos de integracién buscan, en esencia, satisfacer la ecuacién dinamica de

segundo orden:
Mut—i—Cut—l—Kut:Ft (2—13)

La aproximacién mas general para la solucion de la respuesta dindmica de sistemas es-
tructurales es la integracién numérica directa de las ecuaciones de equilibrio dindmico.
Esto involucra, después que la solucién es definida para tiempo cero, intentar satisfacer
el equilibrio dindmico en los siguientes pasos de tiempo. La mayoria de los métodos usa
intervalos de tiempo iguales a At,2At,3At...nAt . Dichas técnicas numéricas pueden

ser clasificadas fundamentalmente en explicitas e implicitas.

Los métodos explicitos usan la ecuacion diferencial al tiempo ¢ para predecir una solu-
cién al tiempo ¢t + At. Para muchas estructuras reales que contienen elementos rigidos,
se requiere un paso de tiempo muy pequeno para obtener una solucién estable. Por
esto se dice que la mayoria de los métodos explicitos son condicionalmente estables
con respecto al tamano de paso de tiempo. Esta iltima caracteristica es la principal

desventaja de los métodos explicitos.
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Por otro lado, los métodos implicitos intentan satisfacer la ecuacion diferencial al tiem-
po t, después la solucion al tiempo t — At es encontrada. Estos métodos requieren la
solucion de un conjunto de ecuaciones lineales a cada paso de tiempo; sin embargo,
pueden ser usados pasos de tiempo mayores. Los métodos implicitos pueden ser con-
dicionalmente o incondicionalmente estables ,ver Wilson (2002). La mayoria de estos
métodos son incondicionalmente estables, el costo es el uso de algoritmos mas compli-
cados, debido a que al contrario de los métodos explicitos resulta imposible despejar
explicitamente la incognita de nuestra ecuacion a resolver. En lugar de esto, el sistema
completo de ecuaciones debe ser resuelto simultaneamente. De esta manera, el método
se reduce a la solucion de un conjunto de ecuaciones simultaneas en cada punto en un

tiempo, ver Chapra and Canale (1999)

Subbaraj and Dokainish (1989a) notaron que los algoritmos implicitos son més efecti-
vos para problemas de dindmica estructural (en los cuales la respuesta es controlada
por un nimero relativamente pequenio de modos de baja frecuencia), mientras que los

algoritmos explicitos son muy eficientes para problemas de propagacion de ondas.

La selecciéon de un paso de tiempo At apropiado es un aspecto muy importante en el
uso de estos métodos. Por un lado, el paso de tiempo debe ser suficientemente pequeno
para obtener una solucion precisa y por otro lado, el paso de tiempo no deberia ser
menor que lo necesario para asi reducir el costo computacional, ver Wunderlich and

Pilkey (2003).

Los errores involucrados en los métodos de integracion pueden ser: de truncamiento,
del uso de bajo orden de aproximaciones de diferencias finitas a las derivadas de varia-
bles continuas, de inestabilidad (amplificacién de errores en pasos de tiempo previos
se acumulan en pasos de tiempo posteriores, redondeo computacional). Estos errores
podrian introducir un cambio en el periodo y amplitud de respuesta, por ejemplo, los

errores de periodo de elongacion y disminucion de amplitud.
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A continuacion se detallan los métodos mas ampliamente utilizados con elementos de

contorno.

2.2.1. Método de Houbolt

El método de Houbolt se obtiene a partir de una interpolacion cibica de Lagrange de
u = u(t) desde el tiempo t,,_o = (n—2)At al tiempo t,,,1 = (n+1)At. La difereciacién

exacta con respecto al tiempo da las aproximaciones para la velocidad y la aceleracién

siguientes:
’Li]n+1 = @ [11wn+1 — 18wn + 9wn_1 — an_g] (2—14)
’lIJnJrl = A_t2 [2wn+1 — Swn + 4wn,1 — wn,g] (2—15)

Donde los términos w_; y w_o teniendo en cuenta los valores iniciales, pueden apro-

xXimarse por:

w_1 = w, — Atw, (2-16)

wW_g = w, — 200, (2-17)

Para el caso de la vibracion libre de una membrana, después de sustituir la expresion
para la aceleracién en la ecuacién 3-9 teniendo presente que se desea obtener la solucion
en puntos internos del dominio , asi como para los de la frontera a la vez. El sistema

se puede reescribir como, ver Aliabadi y Wen (2011):

(CnAE)? (™Hip) + 2 (™M) 2 (" Mpq) wh 4 (CmAt)* ("Gay) {hb }
(Con A ("Hap) +2("Hap)  (Con AT+ 2 ("Mag) | | w0, (Cn A2 (MG | U

MMpy ™Mpg —511)2 + 4l w

n—1 "

b
n—
d d d
TMap "™Mgg —dwy, + 4’wn71 — Wy _9

2
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La ecuacién (2-18) puede respresentarse en una manera concisa como:
™H Wn+1 -" G hn+1 =4, (2—19)

Las contribuciones de los tiempos previos son almacenados en el vector g,,. Después de
imponer las condiciones de frontera, el sistema de ecuaciones obtenidos de la ecuacién

(2-19) puede ser resuelto.

2.2.2. Método de Newmark

Las aproximaciones para la familia de los métodos de Newmark son:

W1 = ﬁ (W1 — wy] + @wn — %Atwn (2-20)
W :L[w — w,] + L g, - U=, (2-21)
n+1 5At2 n+1 n BAt n 25 n

La estabilidad y aproximacion del método de Newmark dependen de la eleccién correcta
de los parametros 3 y . Algunas observaciones de utilidad del método de Newmark

son:
» El método es inestable para v < 12
= la estabilidad incondicional ocurre para 25 > v > 12

= si se toma v > 12 se introduce un amortiguamiento artificial, pero reduce la

aproximacion a primer orden.

Para el caso de la vibracién libre de una membrana, el sistema de ecuaciones que queda

b

wn—i—l -
d

wn+1

1-2
wh + Atwd + ﬂmmg

aplicando el método de Newmark es:

B(CrnAL)? (MHpyy) +™ My, " Mpq
BCmAL)? (™Hg) +™ Mgy B(Cr AT +™ Mg

MMy, ™ Mpq
Mgy, ™Mgq

1-2
wd + Atwd + (2ﬁ)At2wg
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La ecuacién (2-22) puede respresentarse en una manera concisa como:
miJ m
Hwn+1 "G hn+1 =4g, (2—23)

Al comienzo del proceso de avance en el tiempo , cuando n = 0, la expresion para la

aceleracion puede escribirse como:

Y sustituyendo en la ecuacion anterior la siguiente aproximacion

()

. 2 2 .
Wy = A_t2 |:w1 — 'UJQ:| —EUJO (2—25)

produce la nueva ecuacion:

. 2 2 .
wy; = A_t2 |:U)1 - U)O:| —Ewo (2—26)

Finalmente, sustituyendo este valor para n = 0, la ecuacién (2-22) se puede particula-

rizar asf:
B(CrAt)? (MHpyp) +™ My, " Mpq wh B (CnAt)? (" Gip) {hb} _
_ 1=
B(CrmAt)? (MHap) +" May,  B(Con AT+ Myg| | wf B(CrmAt)* ("Gap)

"Mpp, " Mpq
Mgy ""Mgq

wh + Atirf (2-27)
wd + Atwd
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2.3. Ejemplo numérico

En esta seccién se presenta un ejemplo tipico contenido en la literatura (Benchmark
problems) para la validacién de la formulacién DR-BEM implementada en matlab,
discretizando la frontera con elementos constantes. Los resultados son comparados
con la solucion analitica. Las integrales numéricas fueron calculadas por cuadratura
gaussiana y para ello se utilizaron 4 puntos de gauss. Ademads se empled el método de

Houbolt para la integracién en el tiempo.

2.3.1. Membrana cuadrada bajo un campo de desplazamiento

inicial sobre todo el dominio

Este ejemplo consiste de una membrana cuadrada sujeta a las siguientes condiciones
de distribucién inicial aplicada a todo el dominio 0 < x <1, 0 <y < 1 (Ver figura
2-2):

wo(z,y) =Uzx(z — L)y(y — 1);  o(z,y) =0 (2-28)
La membrana tiene una velocidad de propagacién ¢,, = 1m/s. En este andlisis se
emplearon 80 elementos constantes y 81 puntos de colocacién interiores (ver figura
2-3).

La solucién analitica general para este problema, considerando una membrana rectan-

gular con dimensiones a y b, es segin Mansur (1983):

%) cos (Apnmct) (2-29)

con m y n impares y donde:

2 2
A = A | = 4 & (2-30)

a’? = b?
Como se observa en la figura (2-5), con relativamente pocos elementos constantes se
obtuvo una solucién numérica practicamente idéntica a la solucién analitica del pro-

blema fisico.
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Figura 2-2: Problema 1: Dominio de la membrana con condiciones de frontera para

t>0
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Figura 2-3: Problema 1: Puntos de colocacién interiores y discretizacion de la frontera

con elementos constantes.
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-3.5

Figura 2-4: Problema 1: Desplazamientos (m) para t = 16s.

T T T T T T T T
0.08 ¢ DR-BEM Elementos constantes A t=0.02 s ||
Analitica
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AT
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Sr—er

-0.04

-0.06

-0.08

Figura 2-5: Problema 1:Desplazamientos en A(3,3) usando Houbolt y elementos

constantes.

Como es usual en el método de elementos de contorno para el dominio espacio-tiempo, el

cAt

incremento de tiempo 6ptimo se obtiene a partir del parametro adimensional fa; = ——

[
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Figura 2-6: Problema 1: Reaccién en B(1, %) usando Houbolt y elementos constantes.

(el cual relaciona la velocidad de propagacién de la onda con la longitud del elemento
de la malla mds pequenio y el incremento en el tiempo asumido constante), ver Man-
sur (1983). Siendo importante observar que el paso de tiempo éptimo se obtuvo para
far = 0,4s, y difiere un tanto del valor obtenido por Mansur (1983) de fSa; = 0,6
para la formulacién por elementos de contorno clasico con soluciones fundamentales

elastodindmicas e integracion por células para las integrales de dominio.

En la figura (2-6) como era de esperase, el valor de la reaccién no es adecuado en
amplitud si se compara con la solucién obtenida por Mansur (1983) con 80 elementos
constantes y 800 células interiores ,los elementos de contorno constante, en general no
producen buenas aproximaciones para la derivada de la variable de campo con respecto
a la direcciéon normal, sin embargo la curva como tal en su forma es bastante similar

a la que se debe obtener para el problema en cuestién.
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2.3.2. Conclusiones

Existe una excelente correlacion entre los valores obtenidos con elementos de contorno
constantes para los desplazamientos en el centro de la membrana A y los valores de la
solucion analitica , usando el método de Houbolt para la integracion en el tiempo. Este
buen ajuste se corrobora incluso para la solucion interpolada de todos los puntos del

dominio el instante mostrado en la figura (2-4), dando la forma simétrica esperada.

Para el caso de la reaccion en el punto B, aunque los valores son algo distintos entre
la solucién analitica dibujada por Mansur (1983)(de la cual no se tiene la expresién
analitica) y los valores obtenidos por DR-BEM, esto se pude explicar por el menor
nivel de aproximacion de los elementos constantes para los flujos o gradientes en la
direcciéon normal frente a otros elementos como los lineales o de orden superior, pero
se esperaria que un adecuado analisis de convergencia incrementando los puntos de
colocacién interiores y refinando la malla del contorno, permitiese obtener una solucion
un poco mejor para la aproximacion del gradiente del desplazamiento en direccién

normal.
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3.1. Analisis dinamico de ondas acusticas

Ecuacion escalar de ondas acusticas

Figura 3-1: Dominio del fluido acustico

La presién dinamica de un fluido ideal no viscoso, bajo pequenas perturbaciones en
una region espacial {1y confinado por una frontera de superficie I'y = 1"} U I‘?p , esta go-
vernada por la ecuacién de onda dada por, ver Kinsler (2005):

1.
Vip+s =i (3-1)

f
donde p es la presion del fluido, ¢ es la velocidad de propagacion de la onda, s repre-

senta el término fuente y = 9%p/0t?. Las condiciones iniciales son:

p(x,0) = po(x); p(x,0) =pi(x) x € (3-2)

y las condiciones de frontera tipo Direchlet y Neumann son:

0
Pt =X, 1) XETHE>0  a(xt) = oo =d(xt) x€T5t>0 (3-3)
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La formulacién integral para esta ecuacion ,sin considerar el término fuente, puede

escribirse como:

1
(E(E, 1) + / ¢(€,%) w(x, )l — / P*(€,x) g(x,£)dl = — /Q PEXx DI (34)

2
y

Donde x y & son los puntos de campo y de colocacién, respectivamente ¢ = dp/on,
n es el vector unitario normal hacia afuera , p*(€,x) y ¢*(&,x) son las soluciones
fundamentales para las presiones y gradientes, respectivamente.

En dos dimensiones se tiene, ver Becker (1992):

1
p =~ In(ix— &) (35)
o1
0 =G = "3 X E)m &0

Mientras que para tres dimensiones son:

1

p*:47r|x—£\ &0

L0 (x=§n ]
q9 = an - 47T|X—E‘2 (3 8)

La forma discretizada de la ecuacién (3-4) por DR-BEM es, ver Partridge et al (1992)

N N
ci(€)p(€, 1) +Z/ q* (& x) p(x,t)dl'y — ;/ka x,t)dl'), =

N N

1 NDRM
2 %‘( Z/ (&%) pj (&, x dFk—Z/ P (€,%x)q; (&, )dFk>

k=
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Donde NDRM representa el ntimero total de puntos de colocacion ;7 (€, x), p2 (€, x),
¢ (€,x), @2 (&, x) representan soluciones particulares de la ecuacién de laplace. Los coe-
ficientes a; estdn relacionados con p a través de p= > a; f;.

La representacion del sistema de ecuaciones en forma matricial compacta es:
'Mp+'Hp—-'Gg=0 (3-9)

Donde /M es la matriz de masa del fluido,’H y G son las matrices de influencia
, P, q,son los vectores de presion y la derivada de la presion con respecto a la normal

, respectivamente.
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3.2. Ejemplos numéricos

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos tipicos contenidos en la literatura (Bench-
mark problems) y otros elaborados por el autor para la validacién de la formulacién
DR-BEM implementada en matlab, discretizando la frontera con elementos constan-
tes o elementos lineales. Los resultados son comparados con soluciones analiticas y/o
elementos finitos (Especificamente usando el médulo de resolucién de ecuaciones dife-

renciales de COMSOL 4.2).

3.2.1. Canal bidimensional cerrado en un extremo y sujeto a una

carga de impacto

Buscando la manera de verificar la implementacion de la formulacion se elaboré este
ejemplo, donde el canal tiene por dimensiones a = 12m y b = 6 m, correspondientes a
la longitud y altura, respectivamente, ver figura (3-2). El fluido tiene una velocidad de
propagacién ¢y = 1 m/s y estd sometido a una carga de presién unitaria tipo Heaviside

P =1H(t - 0)Pa.

La discretizacion de la frontera se hizo mediante 36 elementos constantes y se emplea-

ron 33 puntos de colocacién en el interior del dominio, ver figura (3-3).

En la gréafica (3-4) se puede apreciar sin duda la buena correlacién existente entre los
datos obtenidos usando elementos constantes y el método de elementos finitos. Ademas
debido a que la baja velocidad de propagacion de la onda en el fluido hace que exista
un retraso en el valor instandneo transmitido en la frontera de aplicacién de la carga

hacia hasta el otro extremo del canal.
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Figura 3-2: Problema 2: Dominio del fluido con condiciones de frontera para t > 0 y

punto de interés de la solucién.
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Figura 3-3: Problema 2: Puntos de colocacién interiores y discretizacion de la frontera

con elementos constantes.
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Figura 3-4: Problema 2: Presién actstica en A(12, %) usando el método de Houbolt y

elementos constantes.
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3.2.2. Canal bidimensional cerrado en un extremo y sujeto a una

carga armonica

Para este caso, se emplea la misma geometria y propiedades fisicas del problema an-
terior , y tan solo se cambia la carga de impacto por una carga armonica de la forma
p = Psin(w,t) con P = —1Pa y wy = 1rad/s. Los resultados fueron comparados con

los elementos finitos, modelando la ecuacion de ondas en COMSOL 4.2.

Los resultados obtenidos con elementos constantes para la presion también se encuen-
tran en concordancia con los resultados obtenidos por elementos finitos para los incre-

mentos en el tiempo indicados, ver figura (3-5).

2.5 | | | | , , ,

——FEMAt=0.1s

ﬁ —&— BEM Elementos constantes At=0.3 s

p(Pa)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Y(s)

Figura 3-5: Problema 3: Presién actstica en A(12, ) usando el método de Houbolt y

elementos constantes.
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3.2.3. Canal tridimensional cerrado en un extremo y sujeto a una

carga de impacto

Este ejemplo es una extensién del caso bidimensional, ahora las dimensiones del canal
sona =12m, b = 3m y ¢ = 6m correspondientes a la longitud, profundidad y altu-

ra, respectivamente.

La frontera del fluido fué discretizada con 216 elementos cuadrilateros y se localizaron
75 puntos de colocacién en el interior del dominio, ver figura (3-7).Para el caso de
la discretizacion con elementos cuadrilateros lineales la frontera fué dividida en 448

elementos y se ultilizaron 55 puntos de colocacién en el interior del dominio.

La gréfica para la presién acustica en el centro del canal revela que para los elementos
constantes con este tipo de carga no se obtuvo un buen ajuste frente a la solucién
numérica arrojada por el método de elementos finitos y esto se refleja en el hecho
de que se obtuvo convergencia en la solucién tan solo a partir de un paso de tiempo
At = 25s, el cual es muy grande en comparacion con el utilizado en FEM. Con los
elementos lineales en cambio se logré un mayor acercamiento a la forma escalonada
de la curva. Se aprecia de igual forma, que la amplitud debe mantenerse en 2 Pa al

transcurrir el tiempo ,ver figura (3-8).
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Figura 3-6: Problema 4: Dominio del fluido con condiciones de frontera para t > 0y

punto de interés de la solucién

Figura 3-7: Problema 4: Discretizacion de la superficie con elementos constantes.
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Figura 3-8: Problema 4: Presion actstica en A(12, %, 3) bajo carga heaviside usando

el método de Houbolt y elementos constantes o lineales.

3.2.4. Canal tridimensional cerrado en un extremo y sujeto a una

carga armonica

Este problema se basa en el caso anterior y por tanto, tan solo se modifica la carga de
presion acustica por una del tipo armonico de la forma p = Psin(wy t), donde P indica
la amplitud y wq es la velocidad angular en funcién de la frecuencia de la carga. Para

este problema se escogié un valor de P = 1Pa y para la velocidad angular un valor de

0,25rad/s.

La figura (3-9) muestra que existe una buena correlacién entre los valores obtenidos
por el método de elementos finitos y los resultados conseguidos con elementos constan-
tes. Ademds que se observa que con elementos lineales el ajuste de los valores a la curva
de elementos finitos es mejor para ciertas regiones. Se hace notable también que existe
un retardo en la onda de presion hasta llegar al extremo del canal y que la amplitud

deberia estar entre —2 y 2 Pa sin embargo sufre un amortiguamiento en el tiempo.
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Figura 3-9: Problema 5: Presién actstica en A(12, %, 3) bajo carga armoénica usando

el método de Houbolt y elementos constantes o lineales.

3.3. Conclusiones

Los resultados obtenidos para el andlisis de problemas de acustica bidimensionales
son totalmente acertados para los casos estudiados usando elementos constante en
conjunto con DR-BEM. En el estudio de problemas de actistica presenta limitaciones en
cuanto aproximacion para cargas de impacto tipo Heaviside, aunque en la literatura se
reporta que la funciéon Heaviside puede conducir a soluciones inestables. Finalmente,se
encontré una adecuada correspondencia para el estudio de problemas tridimensionales
de acustica cunado las cargas impuestas son del tipo armonicas en bajas frecuencias.
En frecuencias ensayadas del orden de 1,6 Hz se encontré inestabilidad en la solucion

tanto para DR-BEM como para FEM.
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4.1. Ecuaciones de acoplamiento

Hasta ahora solo se han revisado las ecuaciones diferenciales que gobiernan a cada
dominio en particular y su discretizaciéon para conducir a un sistema algebraico de
ecuaciones, sin embargo, por tratarse de un sistema acoplado ninguno de los dominios
puede ser resuelto separadamente del otro, ni tampoco las variables dependientes pue-
den ser eliminadas explicitamente a nivel de ecuaciones diferenciales. En este sentido, lo
unico que se sabe es que en la interfaz entre los dos dominios existen nodos comunes
para los cuales debe haber alguna relacion entre los grados de libertad de cada domi-
nio, por ello es que se deben buscar ecuaciones adicionales para que el sistema total
de ecuaciones sea consistente, es decir, exista por lo menos igual nimero de ecuaciones

como incognitas.

Figura 4-1: Dominios del problema acoplado
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Considere un fluido actstico con dominio {2; acoplado a una membrana con dominio
Q,, a través de la interfaz I'| y con condiciones de frontera tipo Diritchlet y Neumann
como se muestra en la figura (4-1). Para este problema, las ecuaciones de acoplamiento
del fenémeno de interaccion fluido acustico-estructura estan dadas por las considera-
ciones de compatibilidad sobre la presion normal y la fuerza de presion dinamica en la
interfaz fluido acustico - estructura. Ademas , se debe cumplir el requerimiento que las
componentes normales de la aceleracion de las particulas del fluido y de la estructura
sean continuas, ver Junger y Feit (1986), es decir, si las particulas de fluido se mueven
en la interfaz hacia la derecha, las particulas pertenecientes a la membrana en contacto
con el fluido deben hacerlo de igual modo. Esto proviene de las simplificaciones hechas
en primera instancia a la ecuacion de momento de Navier-Stokes ,que representa el
balance de fuerzas (a partir de la segunda ley de Newton) aplicada a un fluido que
pasa por un elemento de control infinitesimal:

1 dpv 1

gc Ot gc

Vo] = V-] = Vot —pg (41)

Siendo p la presion, o el tensor de esfuerzos, g el vector de aceleraciéon gravitacional y gc
el factor de conversién de unidades, dado por la expresién gc = (masa)(aceleracion) /fuerza.
El término del lado izquierdo de la ecuacion se denomina término acumulativo y del
lado derecho de la ecuacién, empezando de izquierda a derecha tenemos los términos
convectivo, viscoso, gradiente de presion y término gravitacional. Eliminando el término

viscoso por tratarse de un fluido acuistico se llega a la ecuacién de Euler:

1opv 1

1
VW] — = 42
T " [V -vv]—Vp+ gcpg (4-2)

Si ahora no se tiene en cuanta el término gravitacional, ni el término convectivo por
presentarse muy bajas velocidades en las particulas, entonces se obtiene que para la
interfaz el gradiente de presién estd relacionado con la aceleracién de las particulas de

la membrana a través de la expresion:
n-Vp=gq=—ps (4-3)

Aplicando la tercera ley de Newton para la interfaz se tiene la segunda ecuacién de
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acoplamiento:
o-n=pl'=-p] (4-4)

Lo cual indica que la traccion normal en la membrana debe estar en equilibrio con la
fuerza de presion del fluido.

Combinando las ecuaciones (4-3) y (4-4) con las ecuaciones (2-9) y (3-9) , se puede
obtener el sistema acoplado. Pero antes de ello, las matrices H,G,M y B para cada domi-
nio, asi como los vectores asociados deben dividirse para tener en cuenta cuales nodos
pertenecen solo a la frontera, cuales pertenecen solo al interfaz y cuales corresponden
solo al dominio. Asi, las ecuaciones de acoplamiento de la interfaz pueden asociarse con
las ecuaciones o filas para el fluido y la membrana que contienen valores de interfaz. De
este modo, las ecuaciones matriciales para la membrana y el fluido pueden reescribirse

como se muestra a continuacion:

MMy M| | Wy MHpy, "Hpr| | we "G O] | @ 0 Byr 0 0

T+ - + =9 . (45
"Mp, ™Mrr| | Uir ™Hrpy ™Hpr| |wr "G O |ar 0 Brr| | -pT 0
My, "Mpr IMpa| | 5o THy, 'Her Hpa| | po TG TGpr O | 0
IMp, "My IMypg| 8¢+ [PH "Hir THug| Sprg— [7G G 0 a1 p = {0 ¢(4-6)
Mgy Mg "Maa| | Ba Ha, 'Har 'Haa| |pa TGa TGar 0 0 0

Donde las letras de los subindices o superindices f,m, b, [ y d, hacen referencia al fluido,
la membrana, la frontera, la interfaz y el dominio, respectivamente. Asi por ejemplo, la
submatriz de masa My, hace referencia a una matriz del fluido con coeficientes evalua-
dos entre puntos de la frontera y el dominio del fluido. Finalmente, estas ecuaciones en
conjunto con las de acoplamiento pueden reorganizarse para formar el siguiente sistema

global acoplado:
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"My, ™My 0 0 0| |y "Hy, "Hyr 0 0 0o -BY
mMp, ™M 0 0 0f | "Hp, "Hir 0 0 0o -B
0 0 My My MY o0 of | 0 0 THy THy ‘Hy 0
0 0 IMp My Mg 0 0| P+ ]| 0 o JHp ‘H; THy O
0 0 Mgy Mar Mg 0 0 pﬁ 0 0 Hay, 'Har 'Hag 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 1
0 prl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
MGy 0 0 0 0 0 O T 0
G 0 0 0 0 0 0 rr 0
0 0 fGw fGur 0 0 0f | 0
-1 0 0 fGp G 0 0 0|3qgp=10 (4-7)
0 0 'Ga ‘Gar 0 0 0] O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 prl 0 0 0 0 0 0 0
Este sistema matricial acoplado puede escribirse en forma compacta como:
mIME4+™Hz -"Gt=0 (4-8)

Donde ™M, ™H y ™G son las matrices de masa y de influencia para el problema
acoplado.
De este modo, la ecuacién (4-8) puede ser resuelta por alguno de los métodos numéricos

de discretizacion en el tiempo mencionados con anterioridad.

Este esquema de acoplamiento se hizo orientado al uso de elementos constantes y no
con elementos de mayor orden, dado que existe un solo nodo por cada elemento y se
puede identificar facilmente que condicion de frontera debe aplicarse, no como el caso
de otros elementos como los lineales, cuadraticos, etc, donde se presenta un problema
por compartir nodos de frontera en las esquinas o en los bordes de la frontera y no
hay una plena distincién de cial condicén de frontera conocida en una cara o borde
asignar a dicho nodo. Por otro lado, se considera muy complicado tratar de separar del

resto los nodos que pertenecen solo a la interfaz o solo a la frontera, pues para este tipo
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de elementos se opta por crear matrices con la informaciéon en bloques de columnas
consecutivas para todos lo nodos que pertenecen a ese elemento. Por ejemplo, para el
caso de un elemento cuadrilatero lineal habrd una matriz que comienza con las primeras
cuatro columnas asociadas a los cuatro nodos de ese primer elemento ademés como el
mismo nodo pertenece a otros elementos complica atin mas el asunto. Entonces, el solo
hecho de tratar de incursionar en como hacer esa separacién , o proponer otro estilo de

programacion factible, constituye otro trabajo de investigacion.

Acoplamiento muiltiple de interaccion fluido acustico - estructura

El esquema de interaccién puede ser extendido a problemas que contengan multiples
interfaces si se agregan en orden la cantidad de ecuaciones correspondientes a las filas
de cada matriz de membrana (N),se subdivide la parte de la interfaz de la matriz
del fluido (se obtienen N filas y columnas de interfaz) y se agregan las ecuaciones
correspondientes de acoplamiento (2N filas). Asi por ejemplo el vector z del sistema

acoplado estara definido como:

2,2 ... 2N f 1

_ 2 N
z= {'w; wi wg wi - wll wl p} pr pr : T p] 7

T
- pNT pl pym pEm . pN™ g g2 - gl ) (4-9)

En este sentido, w}? serdn los desplazamientos asociados a la frontera de la segunda
membrana acoplada al sistema, p?f serd la presion en la interfaz del lado del fluido que
estd en contacto con la segunda membrana y ¢? haré referencia al gradiente de presién

en la interfaz de la segunda membrana y asi con los otros términos.

Las matrices ™M, ™H y ™/ G expandidas, ahora tendrdn N ecuaciones de membra-

na, K ecuaciones de fluido y 2NV ecuaciones de acoplamiento.
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4.2. Implementacién computacional

Lluego que las ecuaciones de gobierno del problema fisico hallan sido discretizadas a
través del método de elementos de contorno de reciprocidad dual (DR-BEM)se requiere
de la evalucion de las matrices que aparecen en la formulacion , que en tltima instancia

representan el sistema de ecuaciones a resolver.

La solucién manual de este sistema resulta impractico incluso para un nimero pequeno
de elementos y puntos de colocacion, ya que cada punto de colocacién debe relacionar-
se con los demés incluyendo a los ubicados en los elementos de la frotera, generando
matrices bastante grandes, inclusive para los elementos mas simples (elementos cons-
tantes, constituidos por un solo nodo). Pero gracias al desarrollo de los computadores
y a las nuevas técnicas algoritmicas, el nimero de grados de libertad que puede ser

resuelto para un cierto fenémeno fisico ha ido incrementandose significativamente.

Aunque hoy dia existen muchos lenguajes de programacion, como C', C++, Phyton, Java,
mezcla entre algunos de ellos, etc, los cientificos e ingenieros se han inclinado principal-
mente por el lenguaje FORTRAN (contraccién del inglés Formula Translating System )

y las rutinas o librerias existentes en MatLab.

FORTRAN es un lenguaje de programacién de alto nivel de propdsito general, pro-
cedimental e imperativo, que esta especialmente adaptado al cdlculo numérico y a
la computacion cientfica. Es uno de los lenguajes mas populares en el area de la
computacién de alto rendimiento y es el lenguaje usado para programas que evaltian el

desempeno (benchmark) y el ranking de los supercomputadores mas rapidos del mundo.

Matlab(abreviatura de MATrix LABoratory) es un software matemético que ofrece un
entorno de desarrollo integrado (IDE) con un lenguaje de programacién propio (len-
guaje M). Entre sus prestaciones bésicas se hallan: la manipulacién de matrices, la

representacion de datos y funciones, la implementacién de algoritmos, la creacion de
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interfaces de usuario (GUI) y la comunicacién con programas en otros lenguajes y con
otros dispositivos hardware. Ademas ofrece un gran numero de librerias matematicas
pre-instaladas que simplifican las labores de programaciéon y permiten obtener solucio-

nes parciales gracias a la opcién de compilar por celulas (Cells).

4.3. Descripcion del programa para problemas

acoplados

El programa para resolver la formulacién acoplada para problemas de interaccién fluido-
estructura fué escrito usando las librerias de matlab, y esta basado en los scripts desa-
rrollados inicialmente para la soluciones independientes de los problemas de acustica
y vibracion de membranas. Algunas de las rutinas desarrolladas son extensiones de
los cédigos realizados en FORTRAN para problemas bidimensionales de potencial y

transferencia de calor, incluidas en el texto de elementos de contorno de Brebbia et al

(1992).

4.3.1. Preprocesamiento

En esta parte se introducen las propiedades de la membrana y el fluido actustico, luego
se leen los archivos de coordenadas de la frontera discretizada con elementos cuadrilate-
ros constantes para el fluido y la conectividad de los nodos para cada elemento. Este
proceso se puede realizar desde cualquier enmallador externo que genere el elemento
deseado y exportar ambos archivos en formato de texto. Es posible usar paquetes de
elementos finitos como ANSYS para tal propdsito. El tipo de elemento usado en ANSY'S

fué SHELLG63, elemento caracteistico para el modelado de placas.

Aunque también se pueden definir las coordenadas de los elementos que discretizan la
frontera de la membrana se opté por tomar las coordenadas de tales elementos a partir
de los elementos del fluido, para ello se deben especificar cliales son los elementos del

fluido que pertenecen a la interfaz y los nimeros de los nodos del fluido que se en-
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cuentran en la frontera de la membrana y que representan los vértices de los elementos

constantes de la membrana.

Luego se procede a calcular las coordenadas de los nodos centrales de cada elemento
de la frontera del fluido usando las coordenadas de los vértices de los cuadrilateros, y
de formas similar se calculan lo nodos centrales de los elementos de la membrana. Este
proceso se hace en rutinas independientes para el fluido y la membrana. Algo impor-
tante, es que para el fluido se hace necesaria la reorganizacion de las filas de la lista que
contiene la conectividad de los elementos en aras de construir las matrices de influencia
(H y G) y de reciprocidad dual (M) en el siguiente orden: Coeficientes evaluados para
la parte de la frontera del fluido que no incluye nodos comunes a la membrana y que
se relacionan con los demas puntos de colocacion , coeficientes evaluados para la parte
de la frontera de interfaz que se relaciona con los demés puntos de colocacién y final-
mente los coeficientes de la parte de dominio que se relaciona con los demés puntos de
colocaciéon de la frontera del fluido. Asi por ejemplo, se calculan los coeficientes de la

matriz M, definida ahora simbélicamente como:

M= /My, "M, TM;y, (4-10)

En esta parte también se calcula el drea o longitud de los elementos y el jacobiano
de la transformacion. Después se grafica la malla con la informacién obtenida al igual
que los vectores unitarios normales para verifica que éstos apunten hacia afuera de la
frontera. Los vertices y nodos también son graficados para verificacién e imposicion de

las condiciones de contorno.

En esta fase también se llenan para todos los instantes de tiempo las matrices de
condiciones de frontera (donde cada fila estd asociada a un nodo y cada columna indica

un instante de tiempo) de la variable de campo y su gradiente en direccién normal a la
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frontera, para ello se deben colocar en vectores los nodos con valores conocidos. Estos
valores seran llamados posteriormente para el armado del sistema matricial global de

incognitas.

4.3.2. Armado y solucién del sistema de ecuaciones
Calculo de las matrices de influencia

Para obtener las matrices de influencia H y G para el fluido y la membrana se deben
recorrer cada uno de los puntos de colocacién (tanto los del contorno como los del do-
minio), cada punto fuente i se relaciona con todos los puntos de campo j, de tal modo
que apararecera la relacion de un punto fuente consigo mismo, y como la distancia se

vuelve cero entre ellos aparece una singularidad en dicho punto.

Las integrales GY y H” pueden ser calculadas usando una férmula de integracién nu-
meérica (tal como la cuadratura de Gauss) para el caso ¢ # j, ver Partridge et al
(1992). Para el elemento i = j, en presencia de la singularidad, la solucién require
una integracion mas aproximada o extracién de la singularidad por alguna transforma-
cién. Para el caso particular de elementos constantes en dos dimensiones, las integrales
GY y HY se pueden calcular analiticamente. Los términos H” son ceros, ya que la nor-
mal y las coordenadas del elemento siempre son perpendiculares entre si. La forma
numérica indirecta de calcular los coeficientes H” es asumiendo la condicién de cuerpo

rigido , lo cual produce la siguiente ecuacion:

N
H' = - HY%con j#i (4-11)

Jj=1
Los coeficientes G" para elementos constantes bidimensionales de igual modo pueden

calcularse anafticamente .

En este punto, teniendo las matrices de influencia para cada elemento, se pueden cons-

truir las matrices globales.
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Calculo de las matrices 'M,”M y B

Para la obtencién de las matrices de masa M y ™M, para el fluido y la membra-
na, respectivamente, asi como para la matriz B se utiliza el método de reciprocidad
dual (DRM) para convertir las integrales de dominio a integrales en la frontera. Para
esto, se empled la funcién de base radial 1 + r para la interpolacién de los valores, por
ser la que mejor se comportd frente a otras que fueron ensayadas previamente, entre

ellas las de base radial compacta, ver Sriganesh and Ramachandran (1994).

Con todas estas matrices se arma el sistema global de ecuaciones dado por la ecuacion

(4-7).

Estas matrices fueron obtenidas de manera secuencial, es decir, primero se calcularon
las matrices para el fluido y luego para la membrana, aunque esto se pudo haber reali-
zado de forma paralela (al mismo tiempo) con la ayuda del procesamiento en paralelo

del cual se dispone hoy en dia.

Solucién del problema dinamico

El siguiente paso consiste en aplicar un esquema de integracion en el tiempo a dicho
sistema. El método de Houbolt fué el escogido para realizar este proceso por ser uno de
los més utilizados en conjunto con DR-BEM, aunque ya en las rutinas independientes
elaboradas para cada dominio, se habia ensayado también con los métodos numéricos
de Newmark, Houbolt alfa y Newmark alfa, para el analisis de algunos problemas di-

naamicos , obteniéndose una buena correlaciéon con los valores de comparacion.

Las matrices globales ™/ M, ™ H y ™/ G solo necesitan calcularse una vez, ya que estas
solo dependen de la ubicacion de los puntos. Tan solo el vector de términos indepen-
dientes necesita ser actualizado en cada paso, de este modo se imponen las condiciones

de frontera y se reorganizan las matrices en la forma Ax = by se resuelve para el vector
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x de incognitas.

Obtenida la solucién para las incognitas en ese instante de tiempo, estas son incluidas en
los vectores de solucién de cada variable en la posicién del nodo correspondiente. Estos
vectores en realidad forman una matriz de solucién con la historia del comportamiento

de la variable con el tiempo.

4.3.3. Postprocesamiento

En esta parte se grafican las soluciones obtenidas. Se de indicar los nodos para los
cuales se desea saber la solucion en funcién de tiempo.en esta rutina se emplea un
apuntador para buscar la posicién real en la matriz de solucién del fluido, debido
a la reorganizacion que se habia realizado previamente a las filas de la lista de la

conectividad en el fluido.

4.4. Diagrama de flujo

Con el objeto de ilustrar de forma general la estructura légica del programa de una
manera mas simple se ha elaborado un diagrama de flujo, el cual se muestra en la figura

(4-2).
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Definicion de las propiedades de cada dominio
|

Lectura de los archivos de coordenadas de los vertices
y conectividad entre elementos para el fluido

Definicion de las coordenadas de los vertices y conectividad para la membrana

Reorganizacion de la conectividad de los elementos del
fluido segun este orden: Frontera, interfaz y dominio

Calculo de las coordenadas de los nodos centrales
de los elementos del fluido y la membrana

Calculo del jacobiano de los elementos del fluido

Graficacion del enmallado de la frontera del fluido y la membrana

Calculo de las matrices H y G para el fluido y la membrana

Célculo de la matriz M para el fluido y la membrana

Armado de las matrices globales H, Gy M del problema acoplado
usando el método de Houbolt

Imposicion de las condiciones de frontera para el fluido y la membrana

Solucién del sistema reducido de ecuaciones usando Houbolt

Reubicacion de las soluciones en las posiciones correspondientes

Ultimo paso No

de tiempo?

Si
Graficacion de la solucion @

Figura 4-2: Diagrama de flujo del programa
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5.1. Resultados numéricos

En esta seccién se analizan distintos problemas acoplados con el objetivo de evaluar
en cierto modo el comportamiento del modelo numérico propuesto. Cabe resaltar que
debido a la falta de problemas de referencia (Benchmark problems) en el dominio del
tiempo y/o de la frecuencia, paquetes comerciales que simulen el acoplamiento de una
membrana eldstica a un fluido actstico (ya que por lo general los programas por ele-
mentos finitos solo permiten el acoplamiento de placas o cascaras a fluidos acusticos
méas no de membranas) y estudios experimentales, ver Jenkins y Korde (2006), se ha
optado por hacer una comparacion con un problema no acoplado para la mayoria de
los ejemplos a excepcion del problema 9 para el cual se pudieron hacer modelos acopla-
dos unidimensionales y bidimensionales usando el método de diferencias finitas (FDM)

para ambos dominios.

El problema desacoplado de referencia trata en forma general de un fluido acustico
contenido en una estructura de paredes rigidas a excepcion de aquella donde esta apli-
cada la carga de presion. De esta forma, si se considera un problema donde una de las
paredes rigidas del problema anterior haya sido remplazada por una membrana flexi-
ble, entonces ya se convierte en un problema acoplado (interacciéon fluido-membrana)
y se esperaria que a medida que se incremente la rigidez de la membrana se tienda a
la misma solucién numérica que el fluido acustico no acoplado en movimiento para la

presion acustica y el gradiente de presion normal.
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5.1.1. Fluido contenido en una estructura con forma de caja y

sometido a una carga de impacto
Problema 6:

Este ejemplo muestra una membrana homogénea acoplada a un fluido actstico. El do-
minio del problema puede verse en la figura (5-1). La membrana tiene una masa por
unidad de drea g = 1kg/m? y un espesor de 1 mm, y se ha analizado bajo distintas con-
diciones de tensién por unidad de longitud Tj entre el rango 125 N/m — 2000 N/m. El
fluido es agua con una densidad p; = 1000 Kg/m? y con una velocidad de propagacién

del sonido ¢y = 1450 m/s.

El fluido fué discretizado con 24 elementos quadrilateros constantes y se usaron 8
puntos de colocacion interiores. Mientras que la membrana fué discretizada con 8 ele-
mentos constantes y 4 puntos de colocaciéon en el interior de su dominio, los cuales son

compartidos con la frontera interfaz del fluido. La malla se muestra en la figura (5-2).

p(t)

Paredes rigidas
Fluido contenido

Paredes rigidas

o A(0.25,0.25-1)

Membrana fija en los bordes

Figura 5-1: Problema 6: Dominio con condiciones de frontera para ¢ > 0 y puntos de

interés de la solucion.
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Figura 5-2: Problema 6: Discretizacion de la frontera.

El desplazamiento para el punto de analisis cumple con a teoria de pequenos desplaza-
mientos bajo consideracion , y tiene una forma estable en el tiempo, lo que indica que
no hay ruido en los pasos de tiempo anteriores de la solucién , y se evita la inestabili-
dad. La variacion en el periodo de las ondas de desplazamiento se debe a la modificacién
en la velocidad de propagacion en la membrana, causada por la rigidez obtenida para
cada tension lateral ensayada entre el rango 125 N/m — 2000 N/m, ver figura(5-3). Por
otra parte, se puede observar que la reaccién lateral en la frontera de la membrana varia
en forma proporcional a los desplazamientos de la membrana causados por la presién

del fluido, ver figura (5-4).

La curva para la presién se amortigua de manera casi instantanea, indistintamente de
la tension aplicada sobre la membrana, y difiere totalmente del valor obtenido para el
problema de referencia analizado por elementos finitos. Este inconveniente de aproxima-
cion se empezo a visualizar para los problemas actsticos tridimensionales desacoplados,
y se evidencia que la solucién obtenida para el sistema acoplado (para el cual se deben

cumplir otras restricciones adicionales en la interfaz), no alcanza a corregir el amorti-
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Figura 5-3: Problema 6: Monitoreo del desplazamiento en A(}l, i, —1) usando Houbolt

y elementos constantes.

guamiento en la solucién numérica, ver figura (5-5).

En el caso del gradiente de presién no se observa una disminucion de valor al incremen-
tar la rigidez en la membrana, y para todos los casos de rigidez estudiados se mantuvo

una amplitud muy elevada, ver figura (5-6).
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Figura 5-4: Problema 6: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la frontera

de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Figura 5-5: Problema 6: Monitoreo de la presién en A(%l, %‘, —1) usando Houbolt y

elementos constantes.



5.1 Resultados numéricos

o8

Gradiente de presion normal | & p/o n|

—&— T0=2000 N/m

—+—T0=1000 N/m

—-—-T0=500 N/m
rrrrrrr T0=250 N/m i
——T0=125 N/m
‘ ‘ ‘ . . ‘ ‘ -T--- Pared rilgida (FEM)
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18
Tiempo (s)

0.2

Figura 5-6: Problema 6: Monitoreo del gradiente de presién en A(}l, }1, —1) usando

Houbolt y elementos constantes.
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Problema 7:

El mismo problema anterior fué revisado refinando la malla para ambos dominios e
incrementando el niimero de puntos de colocacién interior. De este modo la fronte-
ra del fluido fué dividida en 150 cuadrildteros constantes y se usaron 125 puntos de
colocacién interiores. Mientras que la frontera de la membrana fué dividida en 20 ele-

mentos constantes y empleando 25 puntos de colocacién en su interior, ver figura (5-7).

Figura 5-7: Problema 7: Discretizacion de la frontera.

Los resultados se muestran en las figuras (5-8) a (5-11). Se puede apreciar que la gréfica
de presién se mantiene practicamente igual al caso anterior presentandose un amorti-
guamiento muy rapido antes de los 0,02 s,mientras que los desplazamientos aunque son
ligeramente distintos en la forma de la curva, poseen el mismo orden en magnitud pa-
ra los valores maximos.Por otro lado, las tracciones han disminuido considerablemente
frente a las anteriores y la forma de la curva también ha cambiado. Finalmente, para
el gradiente de presion obtenido por DR-BEM solo se aprecian cambios en el periodo
de las ondas, sin embargo, no hay convergencia hacia el valor nulo obtenido por FEM

para el problema de referencia, tan solo hay convergencia hacia valores menores para
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los graficos de los desplazamientos y tracciones, en tanto se incrementa la tension en
la membrana. Las variaciones en los resultados pueden ser explicadas en parte por la
sensibilidad del método de elementos de contorno al enmallado y al niimero de puntos
de colocacién,y por otro lado, por la relacién directa entre el tamano del elemento
mas pequeno de la malla y el paso de tiempo empleado. Se estima que la fuente de
error por amortiguamiento debe estar asociada a la pobreza en la aproxion por el uso
de funciones de base radial lineales cuando hay presencia de cargas tipo Heaviside (a
jucio del doctor Carlos Brebbia, actualmente director del Wessex Institute of Techno-
logy de Inglaterra, quien tiene amplia experiencia en DR-BEM ), quedando mucho por

investigar en esta area.

T
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Desplazamiento |w| (m)

!
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Figura 5-8: Problema 7: Monitoreo del desplazamiento en A(}l, }1, —1) usando Houbolt

y elementos constantes.
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Figura 5-9: Problema 7: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la frontera

de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Figura 5-10: Problema 7: Monitoreo de la presién en A(g, 1, —1) usando Houbolt y

elementos constantes.
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Figura 5-11: Problema 7: Monitoreo del gradiente de presion en A(}l, %v —1) usando

Houbolt y elementos constantes.
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Problema 8:

En aras de evaluar el comportamiento de la formulacion acoplada bajo otras condicio-
nes y propiedades fisicas, se escogié un fluido con velocidad de propagacion de onda
¢; = 50m/s y densidad py = 100kg/m?, modificdndose de este modo el médulo de
compresibilidad del fluido (el cual mide su resistencia a la compresién uniforme y, por
tanto, indica el aumento de presién requerido para causar una disminuciéon unitaria de

volumen dada).

Con este ejemplo se pudo apreciar que para un valor bajo en el modulo de Bulk (y por
tanto menor velocidad de propagacién) aunque para el desplazamiento, traccién y gra-
diente de presién muestran convergencia hacia valores menores cuando se incrementa la
rigidez en la membrana, se sigue manifestando un amortiguamiento en la respuesta. Por
otra lado, la presién no se estd aproximando a la forma ondulatoria cuadrada obtenida

por elementos finitos para el problema desacoplado, ver figuras (5-12) a (5-15).

—— T0=2000 N/m
. == T0=1000 N/m
51 Y — —T0=500 N/m

Desplazamiento |w| (m)

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 5-12: Problema 8: Monitoreo del desplazamiento en A(}l, %, —1) usando Hou-

bolt y elementos constantes.
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Figura 5-13:

Problema 8: Monitoreo de la traccion en el primer elemento de la frontera

de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Figura 5-14: Problema 8: Monitoreo de la presién en A(i , %L ,—1) usando Houbolt y

elementos constantes.
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Gradiente de presion normal | @ p/a n|

Figura 5-15

150+

50

—&—T0=2000 N/m
—+—T0=1000 N/m
—-—-T0=500 N/m

------- T0=250 N/m
——T0=125 N/'m

""" Pared rigida (FEM)

-100 -

-150 -

-200 -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tiempo (s)

06

0.7

08 0.9

: Problema 8: Monitoreo del gradiente de presion en A(i, %, —1) usando

Houbolt y elementos constantes.
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5.1.2. Fluido contenido en una estructura con forma de caja y

sometido a una carga armodnica
Problema 9:

Este ejemplo se basa en la misma discretizacion anterior, pero en esta ocasion se conser-
van el rango de variacion de la tension sobre la membrana, la masa por unidad de area y
el espesor de la misma. La velocidad de propagacién para el fluido fué ¢y = 50m/s y la
densidad p; = 100 kg/m?, obteniéndose un bajo médulo de compresibilidad. Los resul-
tados obtenidos por DR-BEM para ciertas tensiones aplicadas sobre la membrana son
comparados esta vez contra tres modelos a saber: Un modelo desacoplado de referencia
como el de los ejemplos anteriores usando elementos finitos, un modelo unidimensional
constituido por un fluido acistico acoplado a un sistema masa resorte (equivalente a
la membrana) usando diferencias finitas y finalmente, un modelo bidimensional de la

interaccion fluido-acustico membrana usando diferencias finitas.

La carga aplicada es del tipo arménico y tiene la forma p = P sin(wqt), donde P indica
la amplitud y wy es la velocidad angular en funcién de la frecuencia de la carga. Para

este problema se escogié un valor de P = 1Pa y para la velocidad angular un valor de

0,25 rad/s.

Comparacion con el modelo desacoplado

Los resultados obtenidos bajo estas condiciones se muestra en las figuras (5-16) a
(5-20). El monitoreo del desplazamiento de la figura (5-16) indica que se cumple
con la teoria de pequenos desplazamientos y que se obtuvo la onda sinosoidal espe-
rada, consecuente con el primer modo de vibracién de una membrana para baja fre-
cuencia. Ademas , existe correspondencia con lo esperado para los desplazamientos a
medida que se incrementara la tensién en la membrana, es decir, que fuésen disminu-

yendo para membranas més rigidas, ver figura (5-17). Las tracciones por su parte, son
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proporcionales con la variacion del desplazamiento, resultado de los esfuerzos o presio-

nes sobre la estructura en cada instante de tiempo. Finalmente, se observa convergencia

hacia menores valores para las tracciones y gradientes de presién, conforme se incre-

menta la rigidez de la membrana, ver figuras (5-19) a (5-20) .

Figura 5-16
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: Problema 9: Monitoreo del desplazamiento en A(i, %, —1)

bolt y elementos constantes.

25

usando Hou-
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Figura 5-18: Problema 9: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la frontera

de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Figura 5-19: Problema 9: Monitoreo de la presion en A(%, i, —1) usando Houbolt y

Figura 5-20
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: Problema 9: Monitoreo del gradiente de presion en A(}l, i, —1) usando

Houbolt y elementos constantes.
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Comparacion con el modelo unidimensional
Fluido

w, p : Incognitas
p(t) \ /
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sistema masa
resorte

Figura 5-21: Dominio del problema 1D discretizado con diferencias finitas y condicio-

nes de frontera

En el modelo unidimensional, se considera que la membrana puede ser sustituida por
un sistema masa-resorte equivalente, como se muestra en figura (5-21). La constante
elastica de la membrana puede obtenerse dividiendo la fuerza aplicada sobre una mem-
brana empotrada entre la deflexién maxima de la misma. Para conocer la deflexion

maxima se debe resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2, —
Viw = — (5-1)

con Py T, como la presién aplicada sobre la membrana y la tensién por unidad de
longitud, respectivamente. Esta ecuacion ha sido discretizada por DR-BEM para un
dominio cuadrado de 2m, el cual representa una membrana empotrada en su cuatro
lados ver figura (5-22). En este caso, se han empleado 40 elementos lineales y 5 puntos

de colocacion en el dominio.

La solucién para la deflexién en todo el dominio puede verse en la figura (5-23) donde
le valor maximo es wy,q, = —0,2935(P/T,) . Por tanto la constante elastica equivalente

a un resorte es k = —(P A) /wpae = 3,555 T, A,donde A es el drea de la membrana.
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Figura 5-22: Discretizacion de la membrana por DR-BEM usando elementos lineales

Figura 5-23: Deflexion de la
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Las ecuaciones diferenciales que gobiernan a este problema son:

1) Ecuacién de ondas acisticas unidimensional

0? 1 0
R (5-2)
dx?  c; Ot?

con p,w y ¢ como la presién acustica, el desplazamiento y la velocidad de propagacion

de la onda, respectivamente.

2) Ecuacion de equilibrio de Newton

k m O*w

fo = 22— 5-3
P~ aoe (5-3)
con pf,k,m y A como la presién actistica sobre la membrana, la costante elastica ,la

masa de la membrana y el area de la misma, respectivamente.

3) Ecuacién de acoplamiento

op *w

9, — P o (5-4)

con p,w y ps como la presién acustica, el desplazamiento y la densidad del fluido.

Para los nodos del dominio las derivadas para el Laplaciano son discretizadas con di-
ferencias finitas centrales y para la segunda derivada con respecto al tiempo se usa la
diferencia finita hacia atras empleada por Houbolt. De acuerdo a la malla Az = 0,25m

, obteniéndose lo siguiente para un instante de tiempo n + 1:

8217 m p?f11—2p?+1+p?f11 +1 +1 +1
(@ B T S

7

agp n+1 1 ) . )
_ n+ n n— n—
(_8152). = a2 (2pf™" = 5p7 +4pi 7 =1} 7)

de este modo la ecuacion resultante se puede reescribir como:
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16p?_:_11 _ <32+ ) TL+1 + 16pn+1

(cr At)?

1
(cy At)

Si se hace a =

16p5 — Bpptt + 16p) ) =a (=5pr + 4pf~"

Ahora para los nodos internos se tiene:

Nodo 2:

16pn+1 BpTH*l 4 16pn+1 (_5p§ 4 4pg,71

Nodo 3:

16pn+1 /Bpn+1 + 16pn+1 (_5pg + 4p1§—1

Nodo 4:

16pet! — Bpitt + 16py ' =a (=5p} + 4p; "

Nodo 5:

16pn+1 Bpn-i—l + 16pn+1 (_5p? + 4pg—

Nodo 6:

16py ™ — Bpg ™t + 16p5 =a (=5p5 +dpg

;( 5pF + 4pl~ 1

At)?

5 ¥ /= 32+ 2a se obtiene:

—pi?)

—py?)

_ p§_2)

—py )

1 pg—Q)

-1 ?)

—pf

=
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Nodo 7:

16pg™" — Bpptt + 16pg T =a (=5pp +4py ' —pp~?)

Nodo 8:

16py ™ — Bpg*t 4+ 16p7 T =a (—=5pg +4pg ' — g 7)

Para el nodo 9 en la interfaz se tiene:

k 2m m
Nt — (= + —— Jw!t'= —5wl 4 4wt — w2
(p )T, < )2) 1 A (At)2 ( (3 (3 7 )

k 2m 1 m 1 9

pott — (— + ) wy = —bwy +dwi —wg~
’ A A A(At)Q( v i)

Ademas, en este nodo se debe cumplir la ecuacién de acoplamiento,la cual puede ser

discretizada usando una diferencia finita hacia atrds para el gradiente de presiéon y la

diferencia finita hacia atrdas empleada por Houbolt para la segunda derivada con res-

pecto al tiempo, resultando lo siguiente :

2
2pith — 8pitlt + 6pitt — ZPI i _PI (=5 w? 4+ 4w —w!?)

ooyt Ay

De esta forma, la otra ecuacién para este nodo es:

2
ntl 2Py witl— Pr (_5 Wl +4w3‘1 . wg—Q)

(At 7 (A

2p3 1 — 8pitt + 6py

Finalmente, en el nodo 1 por ser un nodo de frontera se conoce la presién aplicada, luego

entonces:

pit! = sin(0,25¢)



5.1 Resultados numéricos 75

Resolviendo este sistema de ecuaciones para cada instante de tiempo se obtuvieron los
resultados de las figuras (5-24) y (5-25). En la figura para el desplazamiento se puede
observar que los dos modelos estan obteniendo resultados similares, acercandose mucho
mas cuando la tensién en los bordes de la membrana es mayor. Ambos modelos coin-
ciden en que al aumentar la tension en la membrana se reduce el desplazamiento. En
el caso de la presion los dos modelos conservan el mismo patrén de solucion y revelan
que la tensién sobre la membrana no debe influir en la respuesta de la presién , aunque
elementos de contorno lo muestra mas claramente por le hecho de que el modelo 1D

es bastante simplificado para el modelo real.

T T il
. ; N —— DR-BEM: T0=2000 Nim
. N FDM: T0=2000 N/m
— —DR-BEM: T0=500 N/m

“““ FDM: T0=500 N/m

S
T
-~
—~
—

Desplazamiento |w]| (m)

Figura 5-24: Deflexion en el centro de la membrana para el modelo 3D por DR-BEM
Vs el modelo 1D por FDM
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Presion (Pa)
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— - FDM: T0=500 N/m

“““ DR-BEM: T0=500 N/m

Tiempo (s)

20

25

Figura 5-25: Presion acustica en el centro de la membrana para el modelo 3D por

DR-BEM Vs el modelo 1D por FDM
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Comparacion con el modelo bidimensional

dp
i L .
n - Incognita
Fluido ( ’ \‘ & =0
10 11 12 |
9 13
\ __— Cuerda
8 4 5 6 14 )\
p(t) 7 1 2 : 15 — W, P : Incognitas
4 5 6 ‘/
8 14
9 13
10 11 12 |
| ) w=o
ow  Incoenit
@ _o 5y, - Incognita
on

Figura 5-26: Dominio del problema 2D discretizado con diferencias finitas y condicio-

nes de frontera

El modelo 2D esta constituido por un fluido acustico contenido en un dominio cuadrado
y en uno de sus extremos se encuentra una membrana que se supone equivalente a una
cuerda en dos dimensiones con la cual interactia el fluido. En el extremo opuesto se
aplica una presion unitaria de tipo arménico y los dos lados restantes son rigidos, como

se muestra en la figura (5-26).
Este problema esta gobernado por las siguientes ecuaciones:

1) Ecuacién de ondas acisticas bidimensional

Pp  Pp 1 @

o2 T o~ Zop (55)

con p,y ¢y como la presién acustica y la velocidad de propagacion de la onda, respectivamente.
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2) Ecuacién de una cuerda vibrante en equivalencia a la membrana

9*w 1 0%w
Oy? - % o2 (5-6)

con w, ¢, = /T /o, T y o como el desplazamiento ,la velocidad de propagacién de la

onda, la tension en la cuerda y la masa por unidad de longitud, respectivamente.

3) Ecuacién de acoplamiento

op 0w

9, — P o (5-7)

con p,wy py como la presién acustica, el desplazamiento y la densidad del fluido.

Para encontrar las tension y la masa por unidad de longitud para el modelo bidimensio-
nal se multiplicaron tanto la tensién por unidad de longitud como la masa por unidad
de drea por el ancho de la membrana (L,) que se encuentra hacia dentro del plano para

el caso tridimensional. Es decir, T =T, L, =2T,Ny o0 = p L, = 2uKg/m.

Para los nodos del dominio las derivadas para el Laplaciano son discretizadas con dife-
rencias finitas centrales y para la segunda derivada con respecto al tiempo se usa la dife-
rencia finita hacia atras empleada por Houbolt. De acuerdo a la malla Ax = Ay = 0,5m

, obteniéndose lo siguiente para un instante de tiempo n + 1:

2.\ P+l 41 41 +1
p Dt 2Pl Py 4yt gyl g gyt
o2 ). (Az)? =*Pit1,; — OPij Pi-1,
Z)-]
2.\ Nl +1 +1 +1
Op _ Pl 2P +p2j—1:4 ntlguntl 4 gt
), (Ay)” Pij+1— OPij Pij—1
,Lh]

o%p\" 1 ) : ,

- = n+ n n— n—

((‘%2)- = (ae? T Rl el e
(2%}

A partir de lo anterior, la ecuacién de ondas actsticas queda discretizada de la siguien-

te manera:
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Ay = (16 + ——— | Pl + 4 + 8 = (=B} + A ol
Pi+1,5 < (Cf At) Pi; Pi—1, Pij—1 (cf At)2 ( J J J )

Si se hace oy = % y By = 16 4 2a¢ se obtiene:
(cr At)

APy = Br o + AP+ 8piTh=ay (=5 p 4 4Ap T = pi )
Ahora para los nodos internos se tiene:
Nodo 1:

pitt = Bttt 4 gt 4 gpitlq (—5p§‘ +4pnl _p?fz)
Nodo 2:

pitt = B pitt 4 gt 4 gpitl=q (—5p§ + 4pp? —p§_2)
Nodo 3:
Aptat — B pytt + Apy T + 8pg T =ay (=5 ph + 4py Tt — pi?)
Nodo 4:

PEtt = B it Aptt + 8pT  =ay (—Bpy 4 Apy Tt — i)
Nodo 5:

Apptt = Bt + Apitt + 8pi T =ay (=5 pE 4+ 4pr Tt — pi7?)

Nodo 6:
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n+41

Aptit = Brpgt + Aptt 4+ 8pi  =ay (=bpi + Ayt — i ?)

Para los nodos de la frontera izquierda se tiene:

Nodo 7:

pit! = sin(0,25¢)

Nodo 8:

pat! = sin(0,25¢)

Nodo 9:

pott = sin(0,25¢)

Para los nodos de la frontera inferior se tiene:

n+1 +1 +1 +1
dp _ —317?,3‘ +4p?,j+1_p2j+2__3 ntl | gontl _ontl
Ev Ay =iy T Aign T Pigee T
Y/ i
Nodo 10:

—3py 0" 4pp Tt — pitt =0

Nodo 11:

=3p 1"+ apyt -yt =0

0
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Nodo 12:

=3pi 2+ dpg ™t = pit =0

pero el nodo 13 debe cumplir que el desplazamiento es cero por estar fijo, asi tenemos:
w3 =0

Por otra parte, para los nodos de la interfaz se debe cumplir la ecuacién de la vibracién

de una cuerda y la ecuacién de acoplamiento definida con anterioridad , de este modo

las derivadas para el Laplaciano y aceleracion son discretizadas del siguiente modo:

2 n+1 —+1 +1 +1
O*w O e e SR S N WSS BT
o). . (Ay)° B " i
Z?]
82w n+1 1
. n+l n n-1_,,n=2
( o2 ) o (A? (2w =B + 4w — wi”)
Z7]

A partir de lo anterior, la ecuacién para la vibracién de una cuerda queda discretizada

de la siguiente manera:

2 1 1
4w77‘","1 — |84+ ——= wn'."l + 4wn+_1 + — ntl___ - -5 w? + 4w77‘._1 — wn._2
3,J+1 ( (Cf At)2 1,7 t,j—1 Topw (Cf At)2 ( »J %J v )

1
Si se hace a,, = W y Bf = 8 + 20y, se obtiene:
Cm

1
n+1 n+1 n+1 n+1__ n n—1 n—2
dwifhy = Bnwil 4wl + mpi = (=Bwiy 4wl — wi)
o

Nodo 14:

1
n+1 n+1 n+1 n+1__ n n—1 n—2
dwis — Brwyy + 4wy + TPM =Qp (—5 Wiy + WPy — Wiy )
(0]
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Nodo 15:

1
n+1 n+1 n+1__ n n—1 n—2
Bwyy " — Bnwis + 7 P15 =am (—5w15 +wpys T — W )
o

Finalmente, para la ecuacién de acoplamiento las derivadas discretizadas se pueden es-

cribir como:

n+1 n+1 n+1 n+1
Op _ Pite AP B3 gyl g gl
E = 2A1 “Pi—2; = *Pi-1,j T 9Pi;

i?j

O*w )" 1 +1 1 2
(0t2) = A (2wt — 5w}, + 4wl — wl?)

1,7

de esta forma la ecuacién queda como:

2p 2
n+1 n+1 n+1 f o on+l Pr n n—1 n—2
Pico; — 4pi717j + BpiJ — —( t)2wi’j = —( t)2 (—5 wy; + 4wl-7j —w;; )

Nodo 14:

2p 2p _ _
n+l 4 n+1 +3 n+l f wn—i—l — f —5w", + 4™ 1 _ w” 2
Ps De D3 (At)2 14 (At)2 ( 14 14 14 )

Nodo 15:

n+1 n+1 ntl  2PF a1 2Py

py —4psT + 3pis (At)2w15 = (At)2 i

(—5 wis + 4w?5’1 — wis )

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto para cada instante de tiempo usando un
procedimiento especial de iniciacion para el método de Houbolt. Los resultados obteni-
dos en el tiempo para el desplazamiento y la presién se muestran en las figuras (5-27)
y (5-28). Para este segundo modelo por FDM el desplazamiento se carca mucho mas
al valor obtenido por DR-BEM, tan solo se observa un pequeno desfase en la onda. En

cuanto a la presion ,también hay similitud en el comportamiento fisico del problema,
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se vuelve a apreciar que para distintas tensiones hay tendencia a que se mantenga la
presion. Cabe hacer la aclaracion que la malla para la discretizacion es un poco bur-
da, dado que los célculos por diferencias finitas se hicieron de forma semi-manual (las
ecuaciones se obtuvieron manualmente y se resolvieron con Matlab usando el método
de Houbolt) tan solo para observar el comportamiento de la solucién obtenida,y por
ende, una mayor precision para la comparacién en los resultados requiere de ahondar
un poco mas en una programacién totalmente automatizada para la generacion de ma-
llas més finas, sin embargo, hasta este punto se observa una aproximacion significativa

entre los distintos modelos.
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Figura 5-27: Deflexion en el centro de la membrana para el modelo 3D por DR-BEM
Vs el modelo 2D por FDM
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Figura 5-28: Presion en el centro de la membrana para el modelo 3D por DR-BEM
Vs el modelo 2D por FDM
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5.1.3. Fluido contenido en un canal y sometido a una carga

armonica

En este caso se abordan dos canales de la misma longitud en la base, los cuales contie-
nen a un fluido acistico acoplado a una membrana inclinada. La diferencia entre los dos
problemas fisicos se encuentra en las propiedades del fluido acistico. Esto se hace con
el objetivo de analizar el efecto de la velocidad de propagaciéon sobre las variables del
problema. La carga de presiéon tiene la misma expresién que para el ejemplo analizado

anteriormente.

Problema 10:

incognitas

Figura 5-29: Problema 10: Dominio con condiciones de frontera para ¢t > 0 y punto

de interés de la solucién.

El primer caso hace referencia a un canal de una longitud en su base de unos 9 metros
y una seccion transversal en su parte no inclinada de 2 x 2 metros. El dominio y las
condiciones de frontera para ¢ > 0 pueden verse en la figura (5-29). La membrana

tiene una masa por unidad de drea p = 1kg/m? y un espesor de 1 mm, y se ha ana-
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lizado bajo distintas condiciones de tensién por unidad de longitud 7j entre el rango
125N/m — 2000 N/m . El fluido posee una densidad p; = 100kg/m?® y una velocidad

de propagacién del sonido ¢y = 50m/s.

El problema es discretizado con 352 elementos cuadrilateros constantes y 172 puntos
de colocacion en el interior del dominio. La frontera de la membrana fue dividida en 16
elementos constantes y se emplearon 16 puntos interiores de colocaciéon compartidos

con la frontera del fluido , ver figura(5-30).

Figura 5-30: Problema 10: Discretizacion de la frontera.

El paso de tiempo requerido para la estabilidad del método de Houbolt fué mucho mas
grande que para el caso anterior, se observé una estabilidad numeérica para At = 0,1s

y en general para todos los valores dentro del intervalo 0,06s < At < 0,3s.

La gréfica (5-31) revela que la membrana posee mayor amplitud en sus desplazamien-
tos cuando existe una baja tension en los extremos de la misma, y del mismo modo
que tales valores disminuyen a medida que la membrana se hace mas rigida. Tal con-

vergencia se puede apreciar en la figura (5-32).
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Para la presiéon se observa que no existen diferencias significativas con la variacién de
la tension en la membrana y ademas que la presion es cercana a los valores obtenidos

por FEM para el problema de referencia, ver figura (5-34).

El gradiente de presiéon obtenido con elementos de contorno para el problema acoplado
converge hacia la solucion numérica para el problema desacoplado. Este valor tiende a
ser cero, indicando que las particulas de esa pared tienen velocidad nula en la direccién

normal. Ver figura (5-35).

—— T0=2000 N/m
sl —-~ T0=1000 Nim ||
. ", — —T0=500 N/m

Desplazamiento |w| (m)

Tiempo (s)

Figura 5-31: Problema 10: Monitoreo del desplazamiento en A(%, —}L, %) usando Hou-

bolt y elementos constantes.
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Figura 5-32
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Figura 5-33: Problema 10: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la fron-

tera de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Problema 11:

Este ejemplo conserva la misma geometria del caso anterior, sin embargo, se varia la
velocidad de propagacion de la onda en el fluido a un valor ¢y = 5m/s y por ende
el modulo de Bulk es inferior al del fluido anterior. Aqui se usé la misma cantidad de

elementos y puntos de colocacién interiores para la discretizacion del problema.

El paso de tiempo requerido para la estabilidad del método de Houbolt fué mucho mas
grande que para el caso anterior, se observé una estabilidad numeérica para At = 0,5 s

y en general para todos los valores dentro del intervalo 0,4s < At < 0,7s.

Se noté un pequeno incremento tanto en la amplitud de los desplazamientos como en
las tracciones frente al ejemplo anterior, sin embargo, lo mas notorio fué el cambio en
la forma de la curva descrita por los valores obtenidos en el tiempo. Para la presiéon
se observé un poco mas de diferencia en relacion a los resultados de FEM. De todas
formas, para todos los casos se evidencia convergencia a medida que se incrementa la

tensién hacia la solucién de referencia, ver figuras (5-36) a (5-40).

JC —— T0=2000 N/m
3 o “, ~-—-T0=1000 N/m ||
R — —T0=500 N/m
; ) - TO=250 Nim
2L 5 % srees T0=125 N/m

Desplazamiento |w| (m)

2 kY ¢ =

3 (N o -
3 .
LT

1 1 L k 1

0 5 10 15 20 25
Tiempo (s)

Figura 5-36: Problema 11: Monitoreo del desplazamiento en A(f—g, —}L, %) usando Hou-

bolt y elementos constantes.
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Figura 5-38: Problema 11: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la fron-

tera de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Problema 12:

Este problema hace referencia a una membrana inclinada acoplada a un fluido acustico,
pero en esta ocasion se ha ajustado tanto la longitud del canal (a uno cinco veces mas
largo) como la velocidad de propagacion del sonido en el fluido tal que se aprecie un
retardo significativo en las variables del problema, ver figura (5-41). La membrana se
ha mantenido bajo las mismas condiciones y propiedades de los canales anteriores. El
fluido posee una densidad p; = 100kg/m?® y una velocidad de propagacion del sonido

¢y = 5m/s. La carga de presién armonica es la misma que en los casos anteriores.

Membrana fija en los bordes

: 2 m
J/ y\ '

Pared rigida

Pared rigida

Fluido contenido

50 m

Figura 5-41: Problema 12: Geometria y condiciones de contorno

La discretizacion para el fluido se relizé con 618 elementos cuadrilateros constantes y
se usaron tan solo 40 puntos interiores de colocacion. Mientras que la membrana se
dividio en 12 elementos constantes y con 9 puntos de colocacién interiores compartidos

con la frontera interfaz del fluido , ver figura (5-42).

Como era de esperarse por el comportamiento fisico en la propagacién de las ondas en
el fluido, los desplazamientos, tracciones y presiones presentan un retardo mas prolon-

gado que para el canal analizado previamente, ver figuras (5-43) a (5-45).
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Figura 5-42: Problema 12: Discretizacion de la frontera
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Figura 5-44: Problema 12: Monitoreo de la traccién en el primer elemento de la fron-

tera de la membrana usando Houbolt y elementos constantes.
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Houbolt y elementos constantes.

5.2. Conclusiones

En este capitulo se han estudiado varios casos de fluidos contenidos acoplados a una
membrana homogénea y flexible. Se evidencia que hasta el momento no se ha logrado
obtener buenos resultados para problemas bajo carga tipo Heaviside, debido a la pre-
sencia de un elevado amortiguamiento en la respuesta. Este inconveniente ya se haia
observado para otro tipo de problemas modelados con la ecuacién escaslar de ondas
(por ejemplo, el caso de una viga en voladizo con carga Heaviside en el extremo no

empotrado).

Por otra parte, en el anélisis de problemas con cargas armoénicas si se obtuvo una buena
correlacién con los datos obtenidos para el problema de referencia. De igual modo, se
pudo observar que el modelo 3D realizado con DR-BEM comparado contra los dos
modelos hechos con diferencias finitas generan resultados similares y esto es prueba de
que el modelo 3D esta funcionando bien. Tan solo quedarian pendientes comparaciones
con modelos experimentales y algoritmos basados por elementos finitos desarrollados

particularmente para este tipo de problemas acoplados.



6 Conclusiones

6.1. Conclusiones finales

En este trabajo de investigacién ha presentado la formulacién acoplada de elementos
de contorno de reciprocidad dual para el analisis de un fluido acustico acoplado a una

membrana homogénea.

Se hizo la revision tedrica de la formulacién integral por elementos de contorno para las
ecuaciones diferenciales que rigen la vibraciéon en membranas y la propagacién ondula-
toria de un fluido acustico. Se empled el método de reciprocidad dual para transformar
las ecuaciones de dominio en ecuaciones de frontera.lLa funcién de interpolacién de

base radial que resulté ser la mas aproximada fué f =1+ r.

Aunque se investigé el tratamiento de la singularidad 1/r, los algoritmos implementados
sin dicha correcién mostraron ser adecuados para la mayoria de problemas analizados,

ademds de los relacionados con la respuesta dinamica de membranas y fluidos actsticos.

Se seleccionaron elementos constantes para realizar la formulaciéon acoplada por la
facilidad de realizar el acoplamiento frente a uno con elementos lineales o de orden
superior, y ademas porque las condiciones de contorno estan bien definidas para este
tipo de elementos. Otra opcién es utilizar elementos discontinuos lineales para evadir
los inconvenientes con nodos comunes a la frontera en los bordes y las esquinas, sin

embargo, ello implica la construccion de sistemas matriciales muchisimo mas grandes,
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incluso para elementos discontinuos de tan solo cuatro nodos.

Por otra parte, ensayos previos dentro del proceso de investigacion revelaron que los
elementos cuadrilateros constantes eran mas aproximados que los elementos triangu-
lares constantes para analizar los mismos problemas dindamicos, aunque estos tienen

mayor aplicabilidad con geometrias més complejas.

Los problemas de atstica y vibracion de membranas fueron comparados con soluciones
analiticas o en su defecto con el método de elementos finitos (modelando la ecuacién de
gobierno en COMSOL 4.2). Los resultados obtenidos con los cédigos desarrollados por
matlab en la mayoria de los casos mostraron una buena correlaciéon con las soluciones
analiticas o por FEM, salvo para problemas tridimensionales con cargas de impacto ti-
po Heaviside, donde la repuesta se suaviza o amortigua con el tiempo. Este inconveniete
fué abordado desde muchos puntos de vistas dado la cantidad de variables que podian
estar influenciando en la respuesta, entre estos, se revisaron las funciones de aproxima-
ciéon de base radial, el nimero de puntos de colocacién y el enmallado, el tratamiento
de la singularidad 1/7, los métodos de integracién en el tiempo y sus parametros, el

tipo de elemento y posibles errores de implementacion.

No encontrada aun la fuente de error y en vista que por lo menos para cargas tipo
armonicas la revision del algoritmo mostré estabilidad numérica, se procedié a abordar
el esquema de acoplamiento para la interaccién de membranas con fluidos acusticos,
analizando el nimero de incognitas contra la cantidad necesaria de ecuaciones de aco-
plamiento en la interfaz y la implementacién del sistema matricial global usando el

lenguaje de programacion de Matlab.

En dltimas conversaciones via e-mail con el actual director del Wessex Institute of
Technology de Inglaterra (doctor Carlos Brebbia) se sugiere la revisién de otras funcio-

nes de base radial no lineales para el caso de cargas tipo Heaviside.
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Los problemas fisicos tratados, en general fueron comparados contra problemas acusti-
cos no acoplados, en vista de que no existen otros modelos acoplados en el dominio espa-
cio tiempo para el tratamiento de problemas de interacciéon fluido aciistico-membrana
en la literatura ni tampoco programas comerciales para analisis especifico de tal aco-
plamiento. Hasta ahora solo se conocen acoplamientos de este tipo con elementos finitos

aplicados a placas y la formulacién es distinta y no puede ser comparada.

En la etapa final de este trabajo de investigaciéon se alcanzé a comparar uno de los
ejemplos de interaccién fluido acustico-membrana bajo cargas armoénicas contra dos
modelos hechos por diferencias finitas (FDM), mostrando una aproximacion significa-

tiva entre ellos.

Los resultados obtenidos bajo la formulacién DR-BEM/DR-BEM cumplen con la con-
diciéon de pequenos desplazamientos,dando en el orden de milimetros o décimas de
milmetros. Las variables en general para el caso de cargas arménicas mostraron conver-
gencia hacia menores valores en cuanto se incrementaba la rigidez en la membrana a
excepcion de la presion donde el valor parece ser significativamente estable, aunque esto

corresponde con el comportamiento fisico del problema.

Finalmente, se concluye que la formulacién aqui presentada muestra un buen compor-
tamiento en la solucién hasta el punto de comparacién al que se ha llegado, pero la
validacion final en cuanto a precision estard siempre en manos de modelos experimen-
tales. Aunque se deben seguir llenando los vacios pendientes en esta area de investiga-
cién, el gran esfuerzo dedicado a este trabajo ha mostrado que es posible hacer nuevas
propuestas para el avance del conocimiento y se hace un llamado a seguir explorando el
mundo del modelaje numérico, el cual nos esta acercando cada vez mas a la complejidad

del mundo real.
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6.2.

Trabajos futuros

Como trabajos futuros se proponen:

Analisis de sensibilidad del uso de un amplio grupo de funciones de base radial
aplicadas con DR-BEM para el analisis de problemas de propagaciéon de ondas en
dominios tridimensionales en conjunto con distintos esquemas de discretizacion

en el tiempo bajo cargas Heaviside y armonicas.

Desarollo experimental para el analisis de problemas de interaccion fluido actstico-

estructura para membranas homogéneas como estructura.

Desarollo experimental para el analisis de problemas de interaccion fluido actstico-

estructura para placas homogéneas como estructura.

Extension del esquema de acoplamiento presente en este trabajo para el andlisis

de placas acopladas a un fluido actstico para pequenas y grandes deformaciones.

Desarrollo de una formulacion de interaccion fluido-estructura basada totalmente
en elementos de contorno para el anélisis de problemas de frontera libre discreti-

zados en el dominio de la frecuencia o del espacio-tiempo.
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