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RESUMEN

En este trabajo se formula una metodologia de solucion numérica de las
ecuaciones de Navier Stokes para el caso de fluidos Newtonianos incompresibles
en dos dimensiones utilizando el método de Galerkin. Basicamente se realizo el
estudio de dos fendmenos fisicos representados en dos modelos matematicos
aplicando el método de Galerkin. Este se fundamenta en las aproximaciones
discretas del modelo y la integracion numérica; presentando la formulacion mixta
de las ecuaciones de Navier-Stokes que consta de un sistema lineal y con parte
no lineal de ecuaciones diferenciales parciales. Para finalmente obtener las
soluciones numeéricas de las ecuaciones diferenciales parciales de Navier-Stokes.
Con el objetivo de validar el desarrollo matemético en la solucion numérica
aplicando la metodologia de Galerkin y se procedi6é a confeccionar dos programas
de computo que permite resolver y visualizar las soluciones de las ecuaciones de
flujo en régimen laminar entre planos paralelos y capa limite laminar incompresible
estacionaria sobre la pared, sometida a gradientes de presion arbitrarios.

Los programas presentados en los Anexo A, B y C; fueron validados, analizados,
con los resultados obtenidos mediante el software y se comparan

satisfactoriamente con los presentados en la literatura.
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CAPITULO 1
1. INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes modelan el comportamiento de fluidos mediante
la conservacion de 3 cantidades, a saber: masa, cantidad de movimiento y
energia. A comienzos de la era de la computacion estos modelos no podian ser
utilizados en simulaciones dadas su alta complejidad computacional y matematica,
en su lugar se utilizaron modelos de flujo potencial y posteriormente descripciones
Eulerianas. Conforme la tecnologia de las computadoras fue evolucionando, estos
modelos comenzaron a utilizarse cada vez con mas frecuencia hasta que resulta,
natural hoy en dia simular complejos sistemas en donde los fluidos son resueltos
por una formulacion de Navier-Stokes. Se introducen los conceptos basicos de
analisis funcional, utilizandose posteriormente para desarrollar lo propuesto en
este informe final.

Este informe es generado como trabajo final de la Maestria en Ingenieria Eléctrica
y Electronica donde se presenta una formulacién de la metodologia de solucion de
las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso de flujo incompresible bidimensional
utilizando la metodologia de Galerkin. Con el objeto de validar esta metodologia
de solucion numérica de N-S; se simula el flujo laminar entre planos paralelos y
el flujo en la capa limite bidimensional incompresible estacionario. Inicialmente se
muestra el tratamiento riguroso del método de Galerkin en la discretizacion y en la
integracion numeérica que se le da al modelo fisico matematico de la ecuacion de
N-S para obtener resultados precisos.

En segundo lugar, se presenta la implementacion y desarrollo del software; para
confeccionar dos programas de cOmputo que permitan resolver y visualizar en 2D
las soluciones de las ecuaciones de flujo en régimen laminar entre planos
paralelos y capa limite laminar incompresible estacionaria sobre la pared y
sometida a gradientes de presion arbitrarios. Se describe un panorama general
para la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales parciales, dando la

motivacion del uso de métodos libres de malla.



Se utiliza las solucion analitica de las ecuaciones simplificadas por Blasius para,
hacer un andlisis comparativo de las aproximaciones numeéricas que se obtienen
por esta formulacion. De esta manera, se utiliza el modelo “analitico” para estudiar
el modelo numeérico inicial.

Adicionalmente al papel de herramienta de validacion, se desarroll6 en esta tesis
un software que permite la simulacion de los dos (2) fenébmenos anteriores, que se
pueden utilizar, ademas, como una herramienta pedagdgica en cursos de
dindmica de fluidos, fisica y matematicas aplicadas, pensando que el software
como elemento de laboratorio virtual. Los estudiantes pueden usar este software
para el desarrollo de proyectos de aplicacion dentro de tales cursos, previa
capacitacion (a ser ofrecida como parte de un curso) en su manejo.

Este informe final esta integrado por ocho capitulos. El capitulo uno presenta la
introduccién y los antecedentes correspondientes al método de Galerkin aplicado
a las ecuaciones de Navier-Stokes.

En el capitulo dos, se presenta el objetivo principal de la tesis que es la
discretizacion por el método de Galerkin y se hace un andlisis detallado
correspondiente paso a paso al proceso de transformar las ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales en ecuaciones algebraicas discretas.

El capitulo tres presenta algun detalle del desarrollo matemético de las ecuaciones
aplicadas al flujo laminar entre planos paralelos y comentario del software.

En el capitulo cuarto; encontramos la aplicacion del flujo de fluido entre planos
paralelos con su desarrollo mateméatico y su simulacion numérica correspondiente
presentando paso a paso el algoritmo de algunas soluciones particulares que
ayudan a entender la forma operativa del software. El capitulo cinco se aplica el
método al caso del flujo de capa limite laminar.

El capitulo seis se presenta el andlisis de resultados correspondiente a las dos
aplicaciones simuladas. El capitulo siete; encontramos las conclusiones y trabajos

futuros.
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1.2 NECESIDAD DE GENERAR METODOLOGIAS DE SOLUCION LIBRE DE
MALLA.

El conjunto de ecuaciones de Navier—Stokes junto con condiciones de contorno
compatibles; se conocen como problema de Navier Stokes. Tal como se aprecia a
la vista de las ecuaciones, el problema plantea un sistema acoplado de cuatro (4)
ecuaciones diferenciales lineales en derivadas parciales donde encontramos la
derivada de segundo orden en la velocidad (debido al termino viscoso) y una
ecuacion diferencial no lineal (debido al termino convectivo). Este problema es
uno de los de mayor complejidad de los que se encuentra habitualmente en

aplicaciones industriales y tecnoldgicas.[1],[2],[3]

La formulacion metodolégica correspondiente a la solucibn numérica en la
ecuacion de Navier- Stokes se fundamenta en el desarrollo matematico y la
construccion de algoritmos computacionales; donde las formulaciones mas

comunes empleadas para generar codigos computacionales son:

1- La formulacion en variables primitivas velocidad-presién tal y como se ha

hecho en esta tesis.

2- Formulacién en variables derivadas: es decir, mediante la ecuacion de
Poisson para la presién y la ecuacion de transporte de la vorticidad, o

mediante la funcién de corriente y la vorticidad.

1.2.1 Aspectos computacionales

La generacion de mallas usando el método de los elementos finitos es
actualmente un cuello de botella en el proceso de la simulacion numérica; cuando
se tiene fronteras variables o méviles. Al mismo tiempo, los requerimientos de
mallado rapido y de calidad conllevan un incremento en el nUmero de nodos y esto
es un problema; debido que el mallado de un objeto es una de las tareas que
consume mayor cantidad de tiempo de cdmputo, tipicamente se gasta el 70% del
proceso total. Por esto, la generacion de mallas mdviles para fronteras méviles

11



en este tipo de simulacion resulta extremadamente compleja y costosa
computacionalmente.

Debido a que los métodos sin malla han atraido el interés de los investigadores,
por su flexibilidad para resolver problemas practicos de simulacion y el principal
objetivo es superar las dificultades al tener que mallar y remallar los dominios en
estudio que aparecen en los problemas de simulacién, ya que en estos métodos
es suficiente afiadir nodos donde sea necesario.[4].

El método de aproximacidbn numérica que se utiliza en este trabajo es una
formulacion de Galerkin libre de malla que se fundamenta en la aproximacion
mediante el método de minimos cuadrados o de las proyecciones ortogonales
utilizando las funciones de base y de aproximacion polinomial. Para resolver una
EDP por métodos computacionales hay que definir adecuadamente las
condiciones de frontera. Esta metodologia Mesh Free presenta dos dificultades; la
primera es la de imponer las condiciones de contorno y la otra dificultad es la del
calculo de la integracion numérica en cada una de la componentes de las
ecuaciones de Navier Stokes, que implica un mayor nimero de operaciones junto
con la necesidad de recurrir al aumento del orden de los polinomios. ElI mayor
poder computacional que tienen las supercomputadoras, no es la panacea para
dar solucion a las dificultades que se generan con la cantidad de operacionesy el
almacenamiento de la informacién numérica que se deben realizar para generar la
solucion numérica de las ecuaciones diferenciales componentes de las ecuaciones

de Navier-Stokes.

La tendencia actual del computo cientifico es combinar las estrategias
computacionales con el andlisis numérico. Se trata por lo tanto de nuevos métodos
de computacion que pueden cambiar el actual enfoque de los métodos de
simulacion numérica basados fundamentalmente en los métodos de diferencias
finitas, elementos finitos y volumenes finitos.

Existen en la actualidad varios métodos sin mallas en desarrollo y otros que han
sido recientemente publicados o que estan en proceso. La motivacion del uso de

métodos libres de malla (“MeshFree”) es reducir los tiempos de computo y que el

12



orden de convergencia sea mayor o igual al de los métodos numéricos actuales.
Entendiendo por convergencia al decrecimiento del error obtenido conforme N
crece, siendo N el numero de nodos.[5],[6]. Consideramos que los métodos libres
de malla no suplantaran de forma definitiva a diferencias finitas, elementos finitos
o volumenes finitos, tendiendo a utilizar una combinacion de ellos aprovechando la
teoria ya establecida y los métodos numéricos que se han desarrollado a lo largo
de décadas.[7].
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CAPITULO 2

2. FORMULACION DE LA METODOLOGIA DE SOLUCION NUMERICA POR EL
METODO DE GALERKIN

En este capitulo se presenta la dimension técnica de la metodologia por el método
de Galerkin. EIl objetivo es presentar de manera ordenada y detallada, tanto las
estrategias metodologicas desarrolladas durante la realizacion de esta
investigacion, como la forma de eleccién de los instrumentos matematicos mas
adecuados para hacer las cuantificaciones requeridas, asi como la forma y
criterios utilizados en la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes que esta

constituidas por ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales.

2.1 Discretizacion

Definicion: El proceso de transformar una ecuacion diferencial en una ecuacion
algebraica se denomina discretizacion. En este trabajo se va a representar el
comportamiento de un fluido en una cierta area de control en el dominio Q y su
frontera o contorno I'. La velocidad (uxuy) es una funcion vectorial que tiene
dependencias espacio-temporales y la presion (pxpy) que corresponde a las
incognitas del sistema.

Las ecuaciones de la Mecéanica de Fluidos que van a construir la base fisica de
este trabajo son:

1. La ecuacioén de conservacion de la Masa o ecuacion de Continuidad.

2. La ecuacion de la Conservacion de la Cantidad de Movimiento.
Las expresiones matematicas de dichas ecuaciones son conocidas como

Ecuaciones de Navier-Stokes bidimensional dinamica [8], las cuales, estan dadas

por las siguientes expresiones:
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derivada del operador material o sustancial
y

ou, ou  ou op, (o o
p| U U = - )
ot OX oy OX ox" oy (2.0)
f f
termino  convectivo termino  difusivo
ou ou ou 0 o, A
p| —FHU —L+U,— |= - &-I—pg-l—,u —+—
ot OX oy oy ox" oy
f f
convectivo difusivo (2.1)
ou
%-F—y:O (2.2)
oX oy

Este conjunto de ecuaciones (2.0), (2.1) y (2.2) junto con un conjunto de
condiciones de contorno Dirichlet y Neuman compatibles se conocen como
problema de Navier- Stokes; tal como se aprecia, se plantea un sistema acoplado
de tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden en la
velocidad (debido al termino viscoso o difusivo) y al termino no lineal (debido al
termino convectivo).[9]. Se debe tener en cuenta que para el desarrollo de este
trabajo los vectores de velocidades y presiones estan en el espacio bidimensional
en funcion de tres variables para la aplicacion de flujo laminar en planos paralelos.
Asi como, las condiciones de borde tipo Dirichlet y Neumann, que son convertidas
en un sistema discreto de ecuaciones algebraicas tanto en el contorno I', como en
el dominio Q de las funciones.[10].
Para realizar la discretizacion en las ecuaciones de Navier Stokes por el método
de Galerkin se requieren tres (3) pasos:

1- Definir la funcién exacta, las funciones de base y de aproximacion.

2- Desarrollar la aproximacién numérica.

3- Aplicar la integracion numérica.
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La discretizacion de las condiciones de contornos tipo Dirichlet y Neumann se

representa por una funcién que genera un conjunto de valores discreto de puntos

en el dominio (Q) y en el contorno (I") respectivamente.

2.2. METODOLOGIA PARA LA RESOLUCION DE GALERKIN

2.2.1-Las funciones de base polinomiales.

Los polinomios figuran entre las funciones méas sencillas que se estudian en
andlisis para trabajar en célculos numéricos porque sus valores pueden obtener
efectuando un numero finito de multiplicaciones y adiciones. Cualquier funcién
vectorial o escalar se pueden expresar o0 aproximar como una funcion de
polinomios; en lugar de hacerlo con la funcién original. La primera estrategia es
utilizar tres tipos de funciones que son: la funcién exacta, las funciones base y de
aproximacion; como funcién de polinomios expresadas en forma de variables

separables.
2.2.1.1 Caracteristicas de las funciones base polinomiales
e La funcion exacta corresponde a la solucion de la ecuacién de Navier-
Stokes y se expresa como f(x,y,t) ; pero no se conocen los valores de

los coeficientes, de los exponentes y de las variables (x, y,t).

n
e La funcién de prueba se expresa Zajwj (x, y,t); donde no se conocen los
j=1

valores de los coeficientes, pero si se conocen los valores de los

exponentes y de las variables (x, y,t) correspondiente a la base.
Cada w,(x,y,t) donde es de laforma w;(x,y,t) = x>, y?W 0

Asi resulta:

iajwj (X, y,t) _ a'lxxe(l)yye(l)tte(l) n azxxe(z)yye(z)tte(z) n a3Xxe(3)yye(3)tte(3) I anXxe(n)yye(n)tte(n)
=1 (2.3)
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e Como también, la funcidn de aproximacion; que corresponde a la ecuacion
(2.4) respectivamente.

ZajuJ X, ,t) = a Xy O g g xRy A g ey ) g ety ) (2.4)

Donde similarmente las incognitas son los coeficientes y las variables son las
funciones base conocidas; pero esta funcion de aproximacion es ortogonal a la
combinacion lineal de la funcion exacta y la funcion de prueba.Se muestra tabla
No 1 de polinomios base que depende del tiempo que se utilizan en el capitulo 5

en la aplicacion de flujo de fluidos entre planos paralelos.

NOMBRE BASE DIMENSION | GRADO | GRADO POR
TOTAL | VARIABLE
CONSTANTE 1 1 0 0,0,0
LINEAL 1%yt 4 1 1,1,1
BILINIAL 1,X,Y,t,xy, x> y° % xtyt 10 2 2,22
CUBICO 1,X,Y,t, Xy, Xt,Xyt, x>, xt, 16 3 3,3,3
X3 VAV YA YA E S

Tabla No 1. Polinomios base que depende del tiempo.
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La tabla No 2 muestra los polinomios base que no depende del tiempo que se

utilizan en el capitulo 6 en la aplicacion de flujo en capa limite laminar.

Nombre Base Dimensién Grado srado

total por va-

riable
Jonstante 1 1 0 0.0
Lineal 1, x, y 3 1 1.1
Bilineal 1, z, y, xy 4 2 1.1
Cubica 1, z, y, xy, o2, y°, 2y, vy°, T°, Y° 10 3 3.3
Bicubica 1, o, ¥y, oy, x°, y°., zy°. zy°, xy, | 16 G 3.3
£2y2 ) 2243, 23, o3, 2By, 23y?, x3yS

Tabla No 2. Polinomios base que no depende del tiempo.

2.2.2-Aproximacion Numérica.

Al realizar los calculos remplazando las funciones base, en los vectores de
velocidades y presiones para cada uno de los operadores; Divergencia,
Laplaciano y Gradiente que estan en las ecuaciones de Navier-Stokes, resultan
las expresiones como (2.5)

Hf (x, y,t)—zn:dkuk‘(x,y,t)H (2.5)

k=1

La aproximacién numérica se fundamenta en hallar los valores minimos 1 en
la desigualdad correspondiente a la ecuacién (2.5) que se generan en cada una de
las ecuaciones diferenciales lineales que forman las ecuaciones de Navier-
Stokes.

Los coeficientes d,, V k=1,2,...n que se encuentra en la ecuacion (2.5) son los

valores minimos que son las incognitas.
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2.2.3-Integracion Numeérica.

La integracidon numérica se fundamenta en el producto interno del espacio de
Hilbert entre combinacién lineal de la funcion exacta y la funcién de prueba que es
el error y la funcion de aproximacion. Un espacio de Hilbert es un espacio de
funciones que se encuentran definidas en un intervalo y cuyas integrales en el
sentido de Lebesgue sobre dicho intervalo existen. [11]

Esencialmente el método de Galerkin, busca garantizar que el error sea ortogonal
a las funciones de bases usadas para discretizar, segun el producto interno de
“L?, en general cada operador lineal es discretizado como se expresa a

continuacion:

D(u)=D(aw )=aD(w) Generando las aproximaciones anteriores.
Error= D(u) — aD(w)
Y el producto punto de Galerkin es:

(error,w, ) =0 Esto es:
(D(u) - aD(w).w)=0
Es decir,

(D(u).w) — & (D(w).w)=0

La integracidbn numérica se define de la siguiente forma: el producto escalar de

dos funciones es igual a la integral del producto de esas dos funciones en el

dominio (Q) correspondiente a la ecuacion (2.6).

<f (x, y,t),gdjuj'(x, y,t)>:j f (x,y,t)ozn_;djuj’(x, y,t)dQ (2.6)

Q

El conjunto de técnicas mencionadas forman parte del proceso de discretizacion
y que es el “corazén” que alimenta la estructura de solucién a nivel metodoldgico

para tratar con un sistema de ecuaciones como el de Navier-Stokes que se
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encuentra expresado en el campo del continuo. Es necesario utilizar técnicas de
discretizacion espacio-temporal para finalmente obtener el modelo fisico-
matematico que puede ser tratado por una computadora para la obtencién de la

solucién numérica.

En este trabajo se desarrolla la formulacion metodologica a partir de técnicas o
estrategias para la solucion numérica de las ecuaciones de Navier Stokes por el
método de aproximacion de Galerkin. El objetivo final de este proceso es la
obtencion de la formulacion metodologica para la solucibn numérica
computacional aproximada en las ecuaciones de Navier Stokes bidimensional

dindmica que se desarrolla en 2 pasos que son:. [4]

e Discretizacion de las ecuaciones de Navier Stokes por el método de
Galerkin.

e Solucién numérica por el método de Galerkin.

Esto se puede esquematizar como muestra la figura 2.1

Ecuaciones de Discretizac Sistema de Método de Solucién
Navier Stokes y ion por ecuaciones solucidn de aproximada
condiciones de F ;
; ree Galerlin .
contorno Free algebraicas numerica
Galerkin

Fig.2.1 -Esquema de proceso de resolucion de la ecuacion de Navier Stokes
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2.3. Aproximacién de funciones usando el método de Galerkin.

Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que dos vectores B(x,y,t) y u,(x,y,t) de H,
son ortogonales si su producto escalar es cero.[12] Esto es:

(B(x, y,t),u; (%, y,t)> =0 (2.7.1)

Si f(x, y,t) es una funcion, que queremos aproximar mediante la sumatoria de

n
funciones base Zajwj(x, y,t). Entonces resulta que la diferencia es igual al

=1

Error, R(x,y,t):

f(xy.t)=> aw (xyt) (2.7)
j=1

R(x,y.t)=f(x, y,t)—gajwj (x,y,t)=0

Sea H un espacio de Hilbert y f(x,y,t)eH en un espacio lineal cerrado. El
espacio H se puede escribir como la suma directa (ortogonal) de f(x,y,t) ysu

complemento ortogonal f(x, y,t). [13],[14]. Es decir todo vector f(x, y,t) se

puede expresar de forma Unica como la suma directa de dos vectores
ortogonales.[15],[16].

{Hmrluf[mIJ}=0=<ﬂmrJ—Zau(mrJtg[mﬂ>

Fig.2.2 -Esquema de ortogonalidad en la ecuacion de Navier Stokes

f(x,y,t)=proy, f(xy,t)® proy, f(x,y,t) (2.8)
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proy, f(X,y,t)=f(xy,t) Zax (X, y,t) (2.9)

u; (x,y,t) € proy, f(xy,t) (2.10)
Multiplicando la ecuacion (2.9) por la funcién de aproximacién u, (x,y,t); resultan

los componentes de la ecuacion (2.11) ortogonal, si su producto escalar es cero.
(R(X,y.t),u; (%, y,t))=0 <f X, Y,t) Za w; (X, y,t),u; (%, y,t)> (2.11)

Donde el conjunto de funciones base corresponde a la ecuacion (2.13) y la funcién
de aproximacién a la ecuacion (2.14) en forma extendida como se muestra a
continuacion; se multiplica componente a componente como se mostrara

posteriormente.

iajxj (X, y,t) _ a1Xxe(lj)yye(lj),[te(lj) _I_azxxe(Zj)yye(Zj)tte(Zj) +a3Xxe(3j)yye(3j)tte(3J) + -I-a X xe(nj )yye(nj)tte(nj) (2.13)
=L
u (X, y,t) alx ye (1i) te (1i) +a2X ye 2|) te(2i) +a3Xxe(3i)yye(3i)tte(3i) 4+ +a Xxe(ni)yye(ni)tte(ni) (2.14)

Sea S un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces,
para cada w(xy,t) € X existe un Unico punto S(x, y,t)eS gue minimiza la

distancia de w a S, esto es, encontrar la minima distancia d entre

f(x, y.t) Zaw (x,y,t) ; como se muestra:

H (x,y,t) ZajwJ (x,y,t)|=d(X,C)=inf{f (x,y.t) ZajwJ (x,y,t) :f(x,y,t)eC} (2.14)

Existe un vector de aproximacién que minimiza la distancia, y es Unico.[16].

Como la ecuacion (2.11) es equivalente a la ecuacion (2.15) por lo que los

coeficientes a;son los valores a determinar para que sea la ecuacion (2.15)

equivalente a cero.[17].

<f(x,y,t) X, Y,t) Zajwj (X, y,t)ou (x,y,t)>:0 (2.15)

Resolviendo la ecuacion (2.15) se obtiene la ecuacion (2.16) que basicamente se

estd aplicando el concepto de aproximacion numérica; cuando se hallan los
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valores de los coeficientes. El significado de la mejor aproximacion depende de la
norma utilizada. [18]. En este trabajo se utilizo la norma euclidiana. Se define a
partir de introducir la operacion producto escalar en el espacio lineal.[19]. Las
técnicas de aproximacion basadas en esta norma reciben el nombre de Teoria de

Aproximacion por Minimos Cuadrados.[13].

(f (% y.t),u (% y.1)) :<jzn=;ajwj (%, y,1),u; (X, y,t)> (2.16)

Esto justifica que el método de Galerkin sea usado como equivalente a la
aproximacion de minimos cuadrados para resolver problemas de aproximacion de
funciones.

En la aproximacion de por minimos cuadrados se minimiza la suma del cuadrado
del error entre la funcién real y la que se aproxima. La caracteristica anterior de la
mejor aproximacion en L, permite calcular la solucién planteando las ecuaciones

de perpendicularidad, o en ecuaciones normadas, a partir de vectores linealmente

independientes, que generen el subespacio ui(x, y,t). Sea una base linealmente

independiente de u,(x,y,t), entonces la funcién con mejor aproximacién a f (x,y,t)

serd una combinacion de los vectores anteriores.

Las ecuaciones de Navier-Stokes se modelan por medio de sistemas de
ecuaciones de evolucion que involucran operadores diferenciales como los
operadores Divergencia, Laplacino y Gradientes. La formulacién metodolégica
para la solucion de las ecuaciones de Navier Stokes tiene como objeto obtener un
problema bien propuesto, para lo cual se afiaden datos iniciales y de contorno, se
suministra un adecuado marco funcional y eventualmente se imponen condiciones
de compatibilidad. Problema bien propuesto quiere decir para el matemético
existe una solucién en el marco descrito, que es unica y depende continuamente
de los datos (estabilidad). Las teorias mateméticas clasicas involucran operadores
lineales para los que existe hoy dia una enorme teoria matematica desarrollada en
el marco del Analisis Funcional. Por suerte existen importantes teorias fisicas que
se modelan en forma lineal en su rango de aplicacion usual, como son el operador

Laplacino y el Gradiente. Sin embargo, el termino convectivo que involucra la
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Divergencia es modelada por formas no lineales y se ha comprobado que tales
teorias tienden a una dificultad matematica mayor; y que exhiben un numero de
propiedades que no se dan en los modelos lineales.[6].

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden (debido al
termino viscoso o difusivo) muestran que estos fendbmenos o propiedades reflejan
aspectos esenciales de la realidad que se pretendia describir, por lo que volver la
vista al mundo lineal, mas sereno y regular, no resuelve nada, salvo como primera
aproximacion. Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineal
(debido al termino convectivo) describen propiedades que distinguen el mundo no
lineal que es precisamente lo desarrollado en este informe final, a saber, la
posibilidad de que datos perfectamente regulares den lugar a una evolucion que
estd bien propuesta en el sentido matematico para tiempos pequefios, en un
determinado tiempo la solucion clasica deja de existir pues se genera una
singularidad. Nétese que pueden existir singularidades en problemas lineales,
pero “estas deben ser ya patentes en la regularidad de los datos o coeficientes
adecuadamente examinados. En cambio, en los problemas no lineales, las
singularidades surgen del mecanismo interno a la ecuacion, incluso a partir de
datos y coeficientes extremadamente regulares. La forma mas simple en que se
observan singularidades espontaneas en un problema de evolucion es aquel en
que la variable o variables tienden a infinito cuando el tiempo se acerca a un valor
finito T > 0.

2.3.1 Discretizacion de las ecuaciones lineales de Navier Stokes por el
meétodo de Galerkin.

Aplicando el principio de transferencia a las ecuaciones diferenciales lineales que
dan como resultado las ecuaciones algebraicas; debidas a que son formas lineales
se puede aplicar la siguiente funcion para obtener una matriz.[21]. Un funcional
lineal es un caso particular de un operador lineal, es decir, es un operador lineal
gue transforma el espacio dado E en valores de R o C.[17]. En general, si E es un
espacio lineal normado sobre un cuerpo K, entonces un funcional lineal f es una

aplicacion lineal de E — K tal que
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1. f(u +w)=1(u) +f(w)

2. (au)=af(uy), Vu € E, a € K.
El espacio de todos los funcionales lineales de un espacio normado E sobre su
cuerpo, L(E,K),se llama espacio dual de E y suele denotarse por E™.
Definicion: Se denomina forma lineal sobre un espacio vectorial V a toda

aplicacion:[22].

F:V >R
Se considera las funciones base y el conjunto de escalares

{ a, / 1<i, j <n } < R. Entonces, la aplicacion F :V — R

Definida por las siguientes expresiones:

<u1, uj> - ziajvviwj, v i,j=1...,N = forma lineal algebraica

ou; ow, . . . . .
a,uk - Zajgwi, v i,j=1...,N = ecuacion diferencial lineal

<Auj,uk> - Zajijwi, v i,j=1..,N = ecuacion diferencial lineal

Resultan ser una aplicacion de la forma lineal algebraica; como también una

aplicacion de la ecuacion diferencial lineal.[23].

Se realiza el producto punto y expandiendo la sumatoria en la ecuaciéon (2.16),

resulta una matriz; donde la incognita son los coeficientes a, Vi=12...,n.

El objeto es transformar un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que es el resultado
final del proceso de discretizacion. Estos sistemas lineales vienen como es
habitual caracterizados por una matriz de coeficientes y un vector de términos

independientes.
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a(w,u,) a(w,u,)

a,(w,u,)

()0,

(2.17)

De la matriz anterior; resulta el vector de coeficiente al factorizar cada uno de las

componentes de la matriz para encontrar la aproximacion lineal o aproximacion

numeérica.

LAS ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
1-DELAPLACE

2-CONTINUIDAD

3-ACELERACION

(e (vt

Fig No 2.3. Ecuaciones diferenciales lineales

SE PUDEN EXPRESAR COMO LA
MATRIZ DE APROXIMACION

4-PRESION

()| La,

(2.18)

Donde el vector formado por los coeficientes son las incégnitas a determinar.

Y

(f(xyt) )
(f(xyt)u,)

(F(upt)u)

26

(2.19)



Al reemplazar los términos diferenciales individuales de las ecuaciones de Navier-
Stokes por funciones polinomial algebraicas de tres variables que conectan

valores en nodos de la red finita; se introducen errores de truncamiento en cada

una de las componentes (i, j) de la matriz.

La matriz de aproximacion obtenida es una forma generalizada del proceso de

aproximacion para el caso lineal; donde la funcion wj(x, y,t), pueden ser

sustituida por los operadores Laplacino y Gradiente para cada una de las variables
por determinar (velocidades en x, velocidades y, presiones en X y presiones y).

Estas variables por determinar son sustituidas por las funciones base u, (x, y,t)
aplicado el operador correspondiente en las ecuaciones de Navier Stokes para
cada componente (i, j) de la matriz ; se realiza el producto punto con la funcion
de aproximacion u; (x, y,t) correspondiente; resultado aproximaciones locales en
cada una de las componente (i,j) de la matriz de aproximacion numérica
resultante para cada uno de los coeficientes a; por determinar. En cada
componente (i, j) de la matriz se realiza la integracién numérica correspondiente

a la componente la ecuacion (2.16).

2.3.2 Discretizacion de las ecuaciones no lineales de Navier Stokes por el

método de Galerkin.

Una funcion bilineal F :V xV — R queda especificada mediante una matriz
trilinial, por lo tanto, es un mapeo bilineal; entonces existe una matriz [F] de nxn
dimensiones que tienen componentes F ,,  para determinar la forma cuadratica.[16].

Otro tipo especial de operador que pueden ocurrir muy frecuentemente en el
estudio de problemas de valor de frontera es uno que mapea un par de elementos
a los nimeros reales, y que es lineal en cada uno de estos.[24].

Un operador B : U x V — R (U,V espacios lineales) se dice que es una forma

bilineal si:
27



1. B(au + Bw, v) = aB(u, v) + BB(w, v), u,we U,ve V
2. B(u, av + fw) =aB(u, v) + BB(u, w),ue U,v,w e V
Formas bilineales continuas. Consideremos una forma bilineal B : U x V — R,
donde U y V son espacios lineales normados. Si existe una constante k > 0 tal que
|B(u, V)| < K]||ul|[|v|]| para todo u € U, v € V, entonces B es llamada una forma
bilineal continua.
Formas bilineales H - elipticas. Dada una forma bilineal B: H x H — R, donde H es
un espacio con producto interno, se dice que B es H - eliptica si existe una
constante a > 0 tal que B(v, v) =2 al|v||2, VV € H.
Asi una forma H - eliptica es acotada inferiormente.
Definicién: Se denomina forma bilineal o cuadrética sobre un espacio vectorial V a
toda aplicacion:

F:VxV —> R
Se consideran las funciones base y el conjunto de escalares

{ aa; / 1<i, j < n } < R.Entonces, la aplicacion F:V xV — R

Definida por las siguientes expresiones:

<u1, uj> - Zaajvwwj, v i,j=1..,N = forma bilineal algebraica

u, ow, . . . . .
u—,u ) - Zaiajwi — V i,j=1..,N = ecuacion diferencial no lineal
OX OX

La forma bilineal algebraica o cuadratica también se presentan en las ecuaciones

. . . - ., ou,
diferencial no lineal. EIl producto punto definido en la expresion <uj%,ui>
X

: : ow, : ,
genera el termino convectivo ) aaw, 6_1Wil correspondiente en las ecuaciones de
X

Navier- Stokes.

La ecuacion diferencial no lineal que se transforma en las ecuaciones algebraicas
no lineales a través del proceso de discretizacion que resulta ser una forma
cuadratica, que es en general, un polinomio con cualquier nimero de variables.
Existe un modo simple de asociar una matriz con una forma cuadratica 0 una

ecuacion diferencial parcial no lineal: como cada termino de la forma contiene el
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ow, : . :
producto  ww; 0 Wia—’ de dos de las variables, el coeficiente aa; de dicho
X

producto puede tomarse como el elemento de la i-esima linea y la j-esima columna

) . 8Wj OW. .
de una matriz; como, sin embargo, ww, = w,w, o Wi—a = wja—'i , Se asigna el
X X

mismo elemento a la i-esima linea y j-esima columna y a la j-esima linea e i-esima
columna. Asi, la forma cuadratica o la variedad diferenciable son equivalentes a

una representacion vectorial trilineal. Como se asignan coeficientes iguales a ww,

ow, oW, . L :
o (w, a_) y a ww o( w 6—'), la matriz A es simétrica respecto a su diagonal
X X

principal; dicha matriz satisface la condicién A" = Ay recibe el nombre de matriz
simétrica. Por consiguiente, es claro que, asociado a toda forma cuadratica en

oW, ow, ow, . R
Wi, Wa,...Wn O W —5, W, — . w, — -, €XIStE UNa matriz simétrica de orden n,
X X

determinada en forma Unica, e inversamente.

El término convectivo se expresa de la siguiente forma:

ua—u+va—u u@+v@ Sou=u oo v=uU (2.20)
8X 1 2

2.3.2.1 Componente de la velocidad del termino conventivo en el gje x.

Expandiendo la componente de la velocidad del termino convectivo del eje X,

ecuacion (2.21), como se muestra en las ecuaciones (2.22) y (2.23).
(ua—u+va—u] (2.21)
ox oy

Donde resultan las siguientes ecuaciones con sus respectivos coeficientes por

determinar que son las incognitas:

1. ulgz(aiwi)(aj%}:(alwl+....+anN)(ai%+ ..... +a, a\aNyN]:Zaiajvvi%,i,jzl,....,N (2.22)
2. uz%:(biwi)(aj%J:(blwl+....+waN)[al%+ ..... +a, a2;”J:Zbiajwi%,i,j:1,....,N (2.23)
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2.3.2.2 Componente de la velocidad del termino conventivo en el eje y.

De igual forma se presenta la expansion de ecuacion (2.24) correspondiente a la

componente de la velocidad en el eje y, que son las ecuaciones (2.25) y (2.26).

[uﬂﬂ,@j (2.24)
oxXx oy

ou ow; ow, ow, ow;
3. ulazz(aiwi)[bja—xjj:(alw1+....+anN)(bla—xl+ ..... +b, aX“jzzaibjwia—X’,I,J=1,....,N (2.25)

4. u %Z(b.wi)(bj %j:(blw1+....+waN)(bl—+ ..... +b,

2 aWNJ:ZbibjWi M ois1oN (2.26)
oy oy oy oy

Resultan las siguientes ecuaciones anteriores con sus respectivos coeficientes

por determinar que son las incégnitas de este problema de investigacion.

2.3.3 Construccion de la matriz trilinial

Las expresiones anteriores son equivalente a la representacién vectorial trilineal

de la forma bilineal del término convectivo; como se muestra:

vector de velocidad

)

ow,
Zaiaj w, a—’ < vector diferencial de velocidad , Vi, j=1..,N (2.27)
X
g
vector coeficiente

A continuacién se multiplica las funciones base con la funciéon de aproximacion
para cada una de las componentes; donde la funcion de aproximacion esta

representada por la w, .
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i ow, ow, \]

aa, Wig,wk +ha, vviE,wk
OW, OW.

aibj<vvi@_XJ1Wk>+bibj<WiEJ’Wk>

Se hace la sustitucion como se muestra a continuacion para cada uno de los

(2.28)

términos de la velocidad y en cada uno de los términos componentes.

By =| (W, —, W, (2.29)
OX

J.J.W —L w, dxdy (229 A)
By :RWi %,Wkﬂ (Byk)ij :HWi %Wkdxdy (2.30)
a by
aWj aWj _ Kk k
aa; <Wi g,wk>+aibj <Wi §1Wk>_[a1""’aN]|:Bx:| . +[a1""’aN][BX] o (2.31)
b, by
ow, ow, k
bb. <W,E wk>+ba <W,E wk> by ][ BY ] +[a,,..a, ][ BY ] | e
a b, 3
a= , b= , >”<=M (2.33)

El desarrollo matematico anterior nos lleva nuevamente a una forma vectorial
trilineal equivalente a la forma bilineal o cuadratica; donde est4 presente el
termino convectivo de la ecuacion de Navier-Stokes y se ha realizado la

discretizacion para llegar a una ecuacién algebraica no lineal.
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Vector de variables algebraicas

)

[bl,...,bN][Bk] < vector coeficiente, Vi, j=1,...,N (2.34)

vector coeficiente

Esta es la expresion general de la componente (i, j,k) de matriz que representa a

la forma vectorial trilineal que se aplica en la generacibn de cdodigos

computacionales en este trabajo.
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CAPITULO 3

3. ESQUEMA DE INTEGRACION PARA LA DISCRETIZACION DE LAS
ECUACIONES DE NAVIER STOKES.

Se procede a desarrollar la discretizacion para cada uno de las ecuaciones
componentes que forman las ecuaciones de Navier Stokes. Se inicia la
discretizacion con el Laplacino en las direcciones (x,y); seguidamente el termino
no lineal ,el gradiente de presion , la ecuacidén de continuidad , la aceleracion de
velocidad con sus dos componentes y finalmente las condiciones de contorno con

la solucién del método de Galerkin.

ECUACIONES DE NAVIER STOKES

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

1-DELAPLACE
2-ACELERACION
3-CONTINUIDAD
4-PRESION

ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES

1-TERMINO CONVECTIVO

DISCRETIZACION

DISCRETIZACION

1-APROXIMACION NUMERICA
2-INTEGRACION NUMERICA '

¥

1-APROXIMACION NUMERICA
2-INTEGRACION NUMERICA

SOLUCION MATRICES
NO LINEALESO

SOLUCION MATRICES LINEALES

Fig No 3.1. Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales

BILINIALES O TRILINIALES
[

3.1.1 La integracion numérica Laplacino de la velocidad

La matriz de aproximacion numeérica obtenida anteriormente que es una forma
generalizada; se sustituye por el Laplacino de las velocidades (x,y) en cada una
de sus componentes.

El estudio de las ecuaciones de Navier Stokes en este trabajo es bidimensional,
en estado dindmico y también en estado estacionario; por lo tanto, se tienen
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componentes en los ejes (x,y), dadas por las ecuaciones (3.1) , (3.2) y (3.3)

correspondiente al Laplacino de la velocidad en los diferentes ejes.

VAu,,u ) =(V2u, ,u)+(Vu,,u, (3.1)
y
2 2
<V2uX ,ui> = ax_[Q aa;x ou.dQ+ aXIQ %;; ou.dQ (3.2)
(Vlu,u)=a [ 8;1; udQ+a, | a;;zy oudQ (3.3)

3.1.2 La integracién numérica Laplacino de la velocidad uy.

Como el operador Laplaciano de la velocidad es equivalente a la expresion (3.2);

cada componente (i,j)de la matriz de aproximacién es sustituido por los

componentes (i,j) del Laplacino de la velocidad ux como se muestra a

continuacion.

n o%u o%u
<Zajwj,ui>=ax.[ —;ouidQ+axj X oy, dQ) (3.4)
= Q 9x o gy
2 2 2 2 2 2 1
0ux1u+aux1u auX2u+0uX2u 0uxnu+auxnu
axz 1 8y2 1 6X2 1 8y2 1 aXZ 1 8y2 1 i )
<f(x,y,t),u >
1
62u 0 62u 0 62uX2 azuxz 62uxn azuxn al ( )
u,+ u u,+ Uy ) o {—= U+ u a <f X Y,t),u >
) y y ] ' y 2 _
N 8yz 2 x 2 ayz 2 a2 2 ay2 2 = 2 (3.5)
|
n f(xy,t),u >
62u 1 azu 1 82u 5 62u 5 aZU 62u B N
é( U+ ; U ; U+ g u ;n,un+—;n,un
ox ay X oy 0X oy

El procedimiento a seguir en esta parte es el siguiente; remplazar las funciones
base y de aproximacién por los polinomios correspondientes a las variables

separables.
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iajuj (X, y,t) _ alxxe(lj)yye(lj)tte(lj) n azxxe(zj)yye(zj)tte(Zj) n agxxe(Sj)yye(Sj)tte((ij) - anXxe(nj)yye(nj)tte(nj) (3.6)
j=

Se realiza la segunda derivada de la velocidad ux (X,y,t) de cada componente
(i, j) con respecto a (X,y) en las funciones base y seguidamente el producto
punto con la funcién de aproximacion.

Tanto las funciones base y de aproximacion se pueden expresar como funciones
de variables separables; donde se realiza una discretizacion local de la

componente (i, j)en la matriz de aproximacion como se muestra a continuacion

en forma generalizada.

u, (x,y,t) = Xyl (3.7)
U, (%, y,t) = X"y 0 (3.8)

De la siguiente forma se desarrolla el Laplaciano para cada componente en la

direccion del eje x.

2
UL o) ) 1) 0 2y

) X = componente (i,j)
0 u, (X, y;t) . . xe(j),ve(i)-24te( j)+te(i)
T=ye(J)(ye(J)—1)x Dyyetmeged

Este es el producto punto generalizado para cada componente entre el Laplaciano

y la funcién de aproximacién al sustituir la funcién de base en el Laplaciano.

(Xe( J )(Xe( J ) _1) XXE(J)—Zyye(J)ttE(])+te(l) ) ° (XXE(I)yye(I)ttE(I) ) — Xe( J )(Xe( J ) _l) XXE(J)+X9(|)*2ny(J)+ye(|)tte(j)+te(|) (3.9)
Esta expresién (3.9) corresponde a los aportes x
(ye( ) (ve( j)_l)Xxe(j)yye<j>—ztte<n+te<i>)O(Xxemyye(i)tte(i)): ye(J)(ye(j)—2)x ey ety iyt (3.10)

De forma similar se llega a los aportesy correspondiente a la ecuacion (3.10).

35



Las ecuaciones (3.11) y (3.12) describen el calculo matematico generalizado de

cada componente (i, j) de la matriz de integracién numérica.

azu H H xe( j)+xe(i)- e( j)+ye(i)ste( j)+te(i

aXJ.Q aXZX OuidQ=ax.[.”[0'l}Xe(])(Xe(])—l)x (i)e(i) Zyy(J) y()tt(l) t()axayat (3.11)
az H H xe(j)+xe(i),  ye(j)+ye(i)-24te( j)+te(i

4, ayuzx ud0=a,[[f  ve(i)(ye(i)-L)x"y A oy .12

Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1] utilizando las
funciones de integracion de scilab o la implementacion de un algoritmo basados
en las aproximaciones de Simpson que tienen un costo muy alto

computacionalmente de tiempo. Por lo anterior; se desarroll6 matematicamente la

integracion triple en cada componente (i,j) de la matriz resultando las

ecuaciones (3.13) y (3.14) que son los resultados de la integracion numérica local

correspondiente a la ecuacion (3.15).

aportex de u, (x, y,t)=a,xe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ye(j)+ye(i)+1)(te(j)+te(i)+1)  (3.13)
aportey de u, (x.y.t)=a,ye(j)(ye(i)-1)/(ve(i)+ve(i)-1)(xe(j)+xe(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (314

M= aportex de u, (x,y,t)+aportey de u, (xy.t) (3.15)

De acuerdo con los desarrollos matematicos realizados en el método de Galerkin,

se aplica la solucion de la integral para cada componente (i,j) de la matriz,

como el objetivo principal para alcanzar una solucién numeérica de alta precision

con el menor costo computacional.

3.1.3 La integracion numérica del Laplaciano de la velocidad uy .
De igual modo se desarrolla matematicamente el Laplaciano de la velocidad
uy(x,y,t), correspondiente a la ecuacion (3.16); para cada componente (i, j)de la

matriz de aproximacion que es sustituido por los componentes (i,j) del

Laplaciano de la velocidad uy como se muestra a continuacion.
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n ou ou
Yawu)=a,[ —FoudQ+a [ —LoudQ (3.16)
i=1 @ OX @ 0y
~2 ~2 2 2 2 2
cuy1u+o uylu 6uy2u+6 uy2u uynu+6 uynu
aXZ’l é,yz’l 6X2’1 ayz’l a)(2’1 ayz’l _
f.(X),u
azuyl 62uy1 azuy2 azuyz azuyn 62uyn al 2 1;
U, + u U, + u — o +—pu a f(X).u
a2 2 6y2 2 a2 2 ayz 2 ol 2 ayz 2 2|2 2 (3.17)
l\(1(x),)
82u 62u 2u 62u azu azu ) )
yl yl y2 y2 yn yn
; Ut ; U ; Ut 5 U — U — U
X oy X oy ox oy

El procedimiento a seguir en esta parte es el siguiente, es similar al anterior,
donde se remplazan las funciones base y de aproximacion por los polinomios
correspondientes. Se realiza la segunda derivada de la velocidad uy (x,y,t) de cada

componente (i, j) con respecto a (x,y) en las funciones base y seguidamente el
producto punto con la funcién de aproximacion.

ou o%u
a j y ou.dQ+a.j Y oudQ (3.16)
xJa axz i iJa ayz i

Por ultimo, la integracién numérica local correspondiente a la ecuacion (3.16) para

la componente (i, j) de la matriz del laplaciano de la velocidad uy (x,y,t) en la

direccién del eje y. Tanto las funciones base y de aproximacién se pueden

expresar como funciones de variables separables; donde se realiza una

discretizacion local de la componente (i, j)de la matriz de aproximacion como se
muestra a continuacion.

u, (%, y,t) = x*y*iped) (3.18)

u; (X, y,t) = X0y g0 (3.19)
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=2 = re()(xe(j)-2)xry e (3.20)

62uy _ ye( J )(ye( j)—l) Xxe(j)yye(j)—Ztte(j)+tE(i) (3 21)

2% |

(xe( j)(Xe( J) _1) Xxe(J')*Zyye(i)tte(i)“e(i) ) o (Xxe(i)yye(i)tte(i)) (3.22)
_ xe( J )(Xe( J) _1) Xxe(j)+><e(i)—2yye(j)+ye(i)tte(j)+te(i)

(ye( J)(ye( J) _1) Xxe(j)yye(j)—ztte(j)+te(i) ) o (Xxe(i)yye(i)tte(i)> (3.23)

_ ye( J )( ye( J) —l) Xxe(j)+xe(i)yye(j)+ye(i)—2tte(j)+te(i)

Las componenetes de las velocidades uy (x,y,t) del laplaciano en la direccion del

eje y, corresponden a las siguientes ecuaciones:

azu H H xe(j)+xe(i)-2,,ye(j)+ye(i)ste( j)+te(i

A axzyOui(Xay,t)dQZaj.m.[o’llxe(j)(XG(])—l)X ()2 i)y o 524
azu 1 H e(j)+ye(i)-2,,xe( j)+xe(i),te( j)+te(i

axJ.Q 8y2y oU; (X, y,t)dQ=ajm[oyllye(J)(ye(J)—l)yy(') el 2yl el 1l gy o (3.25)

Las soluciones en las integrales triples utilizan los limites entre [0,1]. Por lo

anterior; se desarrolla matematicamente la integracion triple en cada componente

(i, j) de la matriz resultando las ecuaciones (3.26) y (3.27) que son los resultados

de la integracién numérica local correspondiente a la ecuacion (3.28).

aportex de u, (x, y,t)=axe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ye(i)+ye(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (3.26)

aportey de u, (x.y:t)=a,ye(j)(ye(i)-1)/(ve(j)+ye(i)-1)(xe(j)+xe(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (3.27)
B, = aportex de u, (x,y.t)+aportey de u, (xy.t) (3.28)
De acuerdo con los desarrollos matematicos realizados en el método de Galerkin,

se aplica la solucién de la integral para cada componente (i, j) de la matriz,
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como el objetivo principal de alcanzar una solucién numeérica de alta precision con

el menor costo computacional.

3.2 La integracién numérica del gradiente de presion.

La discretizacion se ha formulado en tres pasos; de igual forma se aplicar4 para

cada componente (x,y) de la variacion de la presién respectivamente.

3.2.1 Gradiente de presion uy.

(3.59)

Cuando se extiende la funcién presién en cada una de las componentes se genera

la matriz de aproximacion numeérica de la variacion de la presion, a la cual, se

aplica la discretizacion.

() |

au, (x,y.1)
b=

6ux2

S

oll (X, y,t)dQ _ Cj”J‘ l Xe(j)Xxe(j)+xe(i)—1yye(j)+ye(i)tte(j)+te(i)+axayat

auxn
u T
1 ox

>W
U

[01]

(3.60)

(3.61)

Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1]; da como resultado

en cada componente de la matriz correspondiente al aportex.

aportex = c;xe()/(xe(J)+xe(i))(ve(J)+ ye(i)+1)(te(j)+te(i)+1)
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3.2.2 Gradiente de presion uy.

Analogamente el proceso anterior se realiza para la componente de la presion en

el eje y; dando como resultado la matriz de aproximacion numérica de la variacion

de la presion, a la cual, se aplica la discretizacion.

'<

ou
yl

M2
oy 1

I

auyn |
R

au 1 au 5 au N
L) (L) (L (f(x)0
oy 2\ oy 2 oy 2 2 (3.63)
CIRITEN
ou ou ou < n/|
_yl,u _yz’u . ﬂlu
gy N oy ' n L
Para cada componente (i,j) de la matriz se llega a la siguiente expresion:
ou, (x,y,t) TP
_yNr — ye(j)+ye(i)-1,,xe( j)+xe(i)+4te(j)+te(i)
e/, =y e u (o da=g [ ye(iy™ X oy (364

Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1]; se llega a la
componente (i,j) de la matriz de la variacion de la presion del eje y.

aportey =cye()/(ye( )+ ye(i))(xe(j)+xe(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (3.65)

3.3 La integracién numérica aceleracion de la velocidad

Esta es una ecuacion diferencial lineal que al realizar las operaciones que se

muestran a continuacion se genera la matriz de aproximacion.

au, (X, y.t)

<jzn=;‘a"wi (3. 0)u (% y,t)>=< o

U; (X, y,t)> (3.66)
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3.3.1 Aceleracién de la velocidad uy.

En cada componente (i,j) de la matriz que se muestra a continuacion , se realiza el

*proceso de discretizacion.

ou ou ou |

<a—?1’“1> <7X2’“1> <%'”1> o)
o] <f(X),u1>

Uy o M c

) (i) - ()| (2 - |((0) (367

ou ou ou . _<f(X),un>_
i) (n) - (Fow)

ou, (X, y,t i e el e
J'Q (8t )C’Ui (X, y’t)dQ:m[l,o]te(J)tt(” (i) =ty el )+ ve(i) e )+t20) oy v 68

De la integral anterior resulta, la componente (i,j) de la aceleracion

correspondiente al eje x ; que se denomina aportex.

Mitx =aportex = te( j)/(te(j)+te(i))(ve(J)+ ve(i)+1)(xe(j)+xe(i)+1) (3.69)

3.3.2 Aceleracion de la velocidad uy.

Similarmente en cada componente de la matriz se efectuara el proceso de

discretizacion; para la componente de la aceleracion en la direccion del eje y.
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[ ou ou o 1
o 'l o "1\ e L ) )
o] |10y
6uy1 auy2 auyn 1
— — 2 c
a2\t V)| 2 - <f(X),u2> 570
c
ou 1 ou ) ou ) LN _<f(X),un>_
LN 2 )
o N o n aa'n
L au (x,y,t) 111 el ve(i) 1ol atel
J’Q y = —oui(X, y’t)dQ:.U.[[l,o]te(k)tt (k)+te(i) lyy(k) ye(i) y te(k) t()axayat -

Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1]; se llega a la

componente (i,j) de la matriz de aceleracion en la direccion del eje y.

Mty =aportey = te(k)/(te(k)+te(i))(ve(k)+ ye(i) +1)(xe(k)+xe(i)+1) (3.72)
3.5 Discretizacion de la ecuaciéon de continuidad.

La integracion numérica de la ecuacion de continuidad corresponde a las
ecuaciones (3.75) y (3.76).

%

La;y U, dQ = m ye (k )y ke tpet e et eliay pyat (3.74)

OU do I-U' xe k)+xe(i)- 1yye(k)+ye(| te(k)-+te(i) axayat (3.73)

Las ecuaciones (3.75) y (3.76) muestran las contribuciones de los aportes de la
ecuacion de continuidad en las variaciones de x y y respectivamente.
= (xe(1)/((xe(i)+xe(3))*(ye(i)+ye(3)+1)*(te(i)+te(3)+1))) (3.75)

= (ye(i)/((xe(i)+xe(G)+1)*(ye(i)+ye(3)) *(te(i)+te(3)+1))) (3.76)
3.4 La integracion numérica del termino convectivo.

La presencia de término convectivo o no lineal de las ecuaciones es un tema
interesante desde el punto de vista numérico ya que es bien sabido que es fuente

de dificultad desde el punto de vista matematico y computacional.
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Las componentes de las velocidades de la divergencia en la direccion del eje x

forman parte del término convectivo en las ecuaciones de Navier Stokes.

Encontramos una matriz trilinial que tiene alto costo computacional en su solucién

computacional.

3.4.1 Termino convectivo de la Divergencia de la velocidad uy.

(3.29)

Esta es la matriz resultante al aplicar el proceso de multiplicacion de las

velocidades en la direccion del los eje (x,y), la variacion de la velocidad (x,y) y la

velocidad de aproximacion.

o) [y
ox u b ox
[Du]u= V|t
ox oy ox

L ul%:(aiwi)(aj %):(alwl+....
2 uz%—(qwi)(aj% ~(bw +
3. Ulai—(aiwi)[bj% =(aw, +...
a2 (o) 0, 5o+

a\Nl aVVN 8\NJ- .
+ayW, ) aiEJr ..... +a, ™ :a,ajvvig,hjzl,
ow.
+bNWN)[a1%+ ..... +ay 8gvy“‘]:biajwi E’,l,jzl,
oW
+aNWN)(bl%+ ..... +by a\a!\:(’“}:alijvia—x‘,l,jzl,
+waN)(b1%+ ..... +b, a;y”jzbiijm Lij=1,

I\

=1..,N

(3.30)

(3.31)

...N (3.32)

(3.33)

...N (3.34)

(3.35)



ou, ou,

Uy 2 A,

0 oy

[Duju= U ou, ou,
1 a 2 8y

a'Bja=[a,,..a]
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(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Las dos ecuaciones que a continuacion se expresan corresponden al término

convectivo en la direccién del eje x; que son las componentes de la matriz de

aproximacion donde se desarrolla el proceso de discretizacion que se expreso

anteriormente.

_bN—

b,
ow k

bibj WEJ’WK>:[b1""’bN][BV:| .
& - ! - |a
N
ay bN i

a'B*a+b B'a
[Du}u= e
a B{b+b Bjb

8ux _ =\ xe( j)+xe(i)+xe(k)-1,  ve( j)+ye(i)+ye(k)y te( j)+te(i)+te(k)
ajJ'QuXo - ol dQ_ajH'[[O’l}xe(j)x y t oxoyot

aux _ =\, Ye(i)+ye(i)+ye(k)-1,, xe(j)+xe(i)+xe(k ) te( j)+te(i)+te(k)
ajjﬂuy ° oy ou, dQ—ajJ'ﬂ[oYl]ye(J)y X t oxoyot
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(3.48)
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Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1] utilizando las
funciones de integracion de scilab o la implementacién de un algoritmo basados

en las aproximaciones de Simpson tienen un costo muy alto computacionalmente

de tiempo.

aportex =a,xe( j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ve(J)+ ye(i)+ ye(k)+1)(te(j) +te(i) +te(k)+1) (3.51)
aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ye(i)+ ye(k))(xe(j)+xe(i)+xe(k)+1)(te(j)+te(i) +te(k)+1) (3.52)
M= aportex de trilinial u, (x,yt)+aportey de Trilinial u, (xy.t) (3.53)

De acuerdo con los desarrollos matematicos realizados en el método de Free
Galerkin, se aplica la solucion de la integral para cada componente (i, j,k) de la

matriz, como el objetivo principal alcanzar una solucion numérica de alta precision

con el menor costo computacional.[25] [26].

3.4.2 Termino convectivo de la Divergencia de la velocidad uy.

Las dos ecuaciones que muestran a continuacion corresponden al termino
convectivo en la direccion del eje y; que son las componentes de la matriz de
aproximacion donde se desarrolla el proceso de discretizacion que se expresé

anteriormente.

au el ol .
oV —a <\ xe( j)+xe(i)+xe(k)-L, , ye(j)+vye(i)+ye(k); te( j)+te(i)+te(k)
ajJ.QuX ~ U, dQ aJJ‘H[OJ]xe(J)x y t oxoyot (3.54)
au vl _" -
oY o —a =\ Ye(i)+ye(i)+ye(k)-1,, xe( j)+xe(i)+xe(k )y te( j)+te(i)+te(k)
ajJ'Quy _ay u dQ ajm[oll]ye(j)y X t oxoyot (3.55)

Las soluciones en las integrales triples con limites entre [0,1] utilizando las
funciones de integracion de scilab o la implementacion de un algoritmo basados
en las aproximaciones de Simpson tiene un costo muy alto computacionalmente

de tiempo.

aportex =a,xe( j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ve(J)+ ye(i)+ ye(k)+1)(te(j) +te(i) +te(k)+1) (3.56)
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aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ye(i)+ ye(k))(xe(j)+xe(i)+xe(k)+1)(te(j)+te(i) +te(k)+1) (3.57)
B= aportex de trilinial u, (x,t)+ aportey de Trilinial u, (x,y.t) (3.58)

3.5 Discretizacion de las condiciones de contorno.

Sea QO < R" , un dominio abierto y conexo, cuyo contorno se llama (F) lo

suficientemente regular tal que se pueda definir un vector unitario normal excepto
en un conjunto finito de medida nula (Lipchitz-continuo). Consideremos entonces,

un sistema de ecuaciones definidas en este dominio Q, cuyas soluciones
deberan cumplir las condiciones de contorno impuestas sobre (F) y las diversas

excitaciones distribuidas, correspondientes a cada caso particular.

3.6 Solucién del método de Galerkin

En la solucién general se encuentran con la construccién la matriz lineal y la
bilineal y las ecuaciones de contorno [27],[28],[29].
Convenciones de términos correspondiente a las matices.

Mttx : Aceleracion de velocidad en el eje x.

Mtty : Aceleracion de velocidad en el eje .

M, : Termino difusivo en el eje x.

B, : Termino difusivo en el eje y.

D : Ecuacién de continuidad componente en el eje x

H : Ecuacién de continuidad componente en el eje y

.a . Coeficiente de la aceleracion, termino difusivo y Convectivo en el eje x.
b : Coeficiente de la aceleracion, termino difusivo y Convectivo en el eje .
c : Coeficiente del gradiente de presion y ecuacion de Continuidad.

(Mttx — Mo) Cero D
A= Cero (Mtty—-Bo) H (3.77)
D H Cero

. Solucion lineal
(Mtx-Mo)  Cero D |[a
Lap=| Cero  (Mtty-Bo) H ||b (3.78)
D H Cero||c
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. Esquema de solucion no lineal o cuadratica.

M Bila
[a b] | % (3.79)
M B|b] |V
aM aB|[a] [y,
'bM  bB||b| |V
‘aMa aBb| [y,
'bMa bBb| |y,
. Esquema trilineal de solucion total sin las condiciones de fronteras.

M Billa
Y=Llap+[a b][M B”b] (3.80)
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CAPITULO 4

4. Aplicacion de Ec Navier Stokes bidimensional dindmica en flujos de
fluidos entre planos paralelos.

En este capitulo se presentan las ecuaciones de Navier Stokes que describen el
comportamiento de un fluido incomprensible en régimen laminar entre planos
paralelos para posteriormente plantear su resolucion mediante el método de
elementos finitos utilizando el procedimiento clasico de Galerkin se toman las

ecuaciones desarrolladas en el capitulo 3.

Para la descripcion de fluidos en movimiento en general se utilizan las
denominadas ecuaciones de Navier—Stokes en derivadas parciales no lineales que
surgen de aplicar principios de conservacién de la mecénica que representa el

comportamiento de un fluido en un volumen de control , utiliza como variables el

campo vectorial de la velocidad u =u, (x, y,t)que puede ser descrita por medio de

una funcién vectorial de la posicion X = x(x, y,t), dentro del area de estudio y en

el instante t entre [01] y el campo escalar de las presiones.[27],[28]. Como se
expresé anteriormente no existe solucién analitica para dichas ecuaciones, salvo
en el caso de algunos flujos simples en dominios poco complejos, por lo tanto la
aproximacion de la solucion de las ecuaciones de Navier—Stokes por medio de

simulacién numérica resulta un activo campo de investigacion.[30].

En este trabajo se aplica una implementacién del método de Galerkin al flujo
laminar entre planos paralelos. Este desarrollo fue programado en lenguaje Scilab
R: C, version 5.3.30la5.4.1

4.1 Modelo Matematico: Galerkin

Con el fin de comprobar la eficacia de los algoritmos computacionales, se ha
partido de un ejemplo que es flujo laminar entre dos capas paralelas, creando un
programa en el leguaje scilab que realizara exactamente los mismos pasos que se

describen en la formulacion metodolégica. Este ejemplo consiste en la resolucién
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de las conocidas ecuaciones de Navier-Stokes 2D dinamicas, ecuaciones lineales
y no lineales que gobiernan fluidos incompresibles.[25].

El experimento de simulacion numeérica, en concreto, es el conocido test de la
cavidad rectangular, [0, 1] , llena de un fluido al que se impone una velocidad
constante en lado superior, en direccion paralela este, y en los lados restantes se
impone una condicion de no deslizamiento. La discretizacion en espacio se realiza
mediante la formulacion de galerkin formada por una matriz de 21x21 para el caso
de polinomios de orden dos (2) con la posibilidad de cambiar el orden de
polinomio.

e Calculo computacional de las funciones base y de aproximacion

Este algoritmo iterativo propuesto genera los exponentes de las funciones base y
de aproximacioén para diferentes 6rdenes del polinomio desarrollada en el capitulo

2 como se muestra a continuacion.

iajxj (X, y,t) _ a1Xxe(lj)yye(lj),[te(lj) _I_azxxe(Zj)yye(Zj)tte(Zj) +a3Xxe(3j)yye(3j)tte(3J) + -I-a X xe(nj )yye(nj)tte(nj) (2.13)
j=1
ui (X, y,t) 31X ye (1), te 1i) + a2X ye (2i) te 2i) -I- aSX ye 3|) te(3i) T anxxe(ni)yye(ni)tte(ni) (2.14)

e Termino convectivo en la velocidad en la direccion del eje x.

Se realiza el célculo del termino conventivo correspondiente a la velocidad Uy en
cada componente de la matriz. Inicialmente se utilizaron las funciones de Scila y
el método de Simpson para realizar el calculo de las integrales, pero esas dos
formas de célculo tienen un costo computacional muy alto. Desarrollando la
integracion de este término se llega una generalidad que facilita el céalculo
numérico de las componentes (i, j, k) como se expreso en el capitulo 3

correspondiente a las ecuaciones (3.51),(3.52) y (3.53).

aportex =a,xe(j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ye()+ ye(i)+ ye(k)+1)(te()+te(i) +te(k)+1) (3.51)
aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ye(i)+ye(k))(xe(J)+xe(i)+xe(k)+1)(te(j)+te(i) +te(k)+1) (3.52)
M= aportex de trilinial u, (x,yt)+aportey de Trilinial u, (xy.t) (3.53)
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e Termino convectivo en la velocidad en la direccion del eje y.

De forma simultanea y similar estos resultados se desarrollaron en el capitulo 3
correspondiente al calculo numérico del termino conventivo de la velocidad Uy en

cada componente de la matriz.

aportex =a,xe( j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ve(J)+ ye(i)+ ye(k)+1)(te(j) +te(i) +te(k)+1) (3.56)
aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ye(i)+ye(k))(xe(j)+xe(i)+xe(k)+1)(te(j)+te(i) +te(k)+1) (3.57)
B= aportex de trilinial u, (x,t)+ aportey de Trilinial u, (x,y.t) (3.58)

e Laplaciano con respecto a las velocidades uy
aportex de u, (x, y,t)=a,xe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ye(j)+ye(i)+1)(te(j) +te(i)+1)  (3.13)
aportey de u, (xy.t)=a,ye(j)(ye(j)-1)/(ve(i)+ve(i)-1)(xe()+xe(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (314
M, = aportex de u, (x,y,t)+aportey de u, (xyt) (3.15)

e Laplaciano con respecto a las velocidades uy

aportex de u, (x, y,t)=axe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ye(j)+ye(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (3.26)

aportey de u, (x.y:t)=a,ye()(ye(i)-1)/(ve(j)+ye(i)-1)(xe(j)+xe(i)+1)(te(j)+te(i)+1) (3.27)

B, = aportex de u, (x,y.t)+aportey de u, (xy.t) (3.28)

) Aceleracion de 1a velocidad con respecto al eje y.

Se genera la matriz de aceleracion con respecto a la aceleracion en el eje x

aportex =te( j)/(te(j)+te(i))(ve( i)+ ye(i) +1)(xe(J)+xe(i)+1) (3.69)
. Aceleracion de 1a velocidad con respecto al eje y.

Se genera la matriz de aceleracién con respecto a la aceleracion en el eje y
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aportex = te( j)/(te( ) +te(i))(ve(J)+ ye(i)+1)(xe(j) +xe(i)+1) (3.69)

. Ecuacion de continuidad.
Se calcula la divergencia de la velocidad con respecto a los ejes (X,y)

D = (xe(i)/((xe(i)+xe(3))*(ye(i)+ye(3)+1)*(te(i)+te(3)+1))) (3.75)

H = (ye(i)/((xe(i)+xe(3)+1)*(ye(id+ye(3))*(te(i)+te(j)+1))) (3.76)

. Solucion numérica.

La solucion numérica se resuelve iterativamente tomando la ecuacion (3.80); como

se muestra en el Anexo A, cuando se imponen las condiciones de fronteras.

Y=Lap+[a b]{M BHT (3.80)
- M Bllb '

. Visualizacion de los resultados.

Esta funcién produce gréficas en dos dimensiones. Como ambos argumentos son
vectores, los elementos de y son dibujados versus los elementos de x. El algoritmo para
generar las graficas se encuentran en el Anexo A y las figuras se encuentran en el

capitulo 6.

4.2 Condiciones de frontera para flujo entre planos paralelos.

Cuando la solucion aproximada de la ecuacion de Navier Stokes dinamica
correspondiente a un problema de valores de contorno; se busca a través de la
formulacion diferencial, se deben satisfacer localmente, no sélo las
condiciones esenciales de contorno (prerrequisitos del funcional), sino también
las naturales (consecuencia de la estacionalidad del funcional). En general, las
condiciones pueden tomar dos formas diferentes: (a) Aquellas que solo
especifican valores de la funcion sobre el contorno (de tipo Dirichlet); (b) Las que
prescriben valores de la funcién y sus derivadas (de tipo Newman o Churchill).

En el primer caso (Dirichlet) las condiciones se introducen directamente en el
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sistema global (9) una vez planteadas las ecuaciones de dominio. Cuando
las condiciones de contorno contienen derivadas, el problema es mucho més
complicado; varios procedimientos han sido sugeridos o implementados en la
literatura, y seran discutidos a continuacion. Este problema merece especial
atencion, dado que no todos los procedimientos propuestos son de aplicacion
general. Por otro lado, la forma en que tales condiciones se satisfacen afecta
considerablemente los resultados. Una posible clasificacion de los
procedimientos es segun qué  ecuaciones se discretisan en el contorno
distinguiéndose entre: Sobre el contorno se discretizan las ecuaciones de
dominio y de contorno. Esta propuesta discretiza sobre el contorno tanto las

ecuaciones de dominio como las de contorno

4.2.1 Condiciones de contorno Dirichlet y Neumann en el fluido 2D entre
placas paralelas.

Cuando se fija la solucién a lo largo de la frontera corresponde a la condicion de
contorno tipo Dirichlet. Cuando se fijan las derivadas a lo largo de la frontera y
se especifican los valores de la derivadade una solucibn tomada sobre
la frontera o contorno del dominio corresponde al tipo Neumann. En general en

esta aplicacion se fijo en la frontera la solucién de algunas de sus variables

(ui,vj y p) y ademads, se fijo su derivada en algunas de sus variables

ou, /v, op, op : i
( 4)(, %y : x Y yay : resultando un contorno Mixto. De acuerdo

con las condiciones impuestas en cada una de las fronteras encontramos:
-Frontera No 1 corresponde al eje positivo de las x

1-Las velocidades en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet ;
u=u(xyt)=0 (4.1)
2- Las velocidades en el eje y se aplicaron las condiciones Dirichlet,
v=u,(xy,t)=0 (4.2)

3-El gradiente de presién en el eje x corresponde a la condicion Neumann
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ap, _ b (% ¥:1)
OX OX

-Frontera No 2 corresponde al eje positivo de las y-1=0

=0 (4.3)

1-Las velocidades en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet
u=u(xyt)=0 (4.4)
2- Las velocidades en el eje y se aplicaron las condiciones Dirichlet

v=u, (X y,t)=0 (4.5)
3-El gradiente de presion en el eje x corresponde a la condicidn Neumann

ap, _ b (% ¥:1)
OX OX

-Frontera No 3 corresponde al eje positivo de las y

=0 (4.6)

1-Las velocidades en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet
u=u(xyt)=1 4.7
2- Las velocidades en el eje y se aplicaron las condiciones Dirichlet
v=u;(xy,t)=0 (4.8)
3-La presidén en el eje y corresponde a la condicion Neumann

op, ap, (xyt
b, o, (X3 g (49)

oy oy

-Frontera No 4 corresponde al eje positivo de las y-1=0

1-Las variaciones de las velocidades en el eje x se aplicaron las condiciones
Dirichlet u=u, (x,y,t)=1 (4.10)
2- Las variaciones de las velocidades en el eje y se aplicaron las condiciones
Dirichlet v=u; (x,y,t)=0 (4.11)
3-El gradiente de presién en el eje y corresponde a la condicion Neumann

op,  ap. (% y.t
P, o, (x¥.0) o (4.12)

oy oy
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CAPITULO 5
5. Modelado comparativo del flujo en capa limite laminar

En este capitulo se optimiza el modelo de Galerkin para el modelo de fluidos en
capa limite estacionaria y se compara el resultado con los encontrados en la
literatura. Por lo tanto no hay aceleracion porque no existe dependencia en el
tiempo.

5.1 Las Ecuaciones de Navier- Stokes bidimensional estacionaria.

En esta seccion se presenta la metodologia enfocada para el caso estacionario;
donde las aceleraciones en las dos componentes son iguales a cero, ademas,
como las funciones vectoriales de las velocidades y de las presiones no dependen
del tiempo; resultando las ecuaciones de Navier-Stokes bidimensional para el
problema plano estacionario. Las incégnitas por determinar son los coeficientes de
las velocidades y de las presiones en los ejes (x, y) correspondientes a las

ecuaciones (5.1) y (5.2) respectivamente; como se muestran no depende del

tiempo.
2 2
u ou, ru, ou, _ op, N 1|0 u2X N 0 u2X (5.1)
OX oy ox Re| ox oy
ou ou, 0 1|0%, o%u
u Sy Sy Py 4 Y (5.2)

X Vo oy TRe|l ad oy

0
%Jrﬁ:o (5.3)
ox oy

5.2 Fundamento del método de Galerkin para flujo estacionario.
El fundamento del método de Galerkin tiene la misma estructura como se mostro
en los capitulos anteriores; ahora, en esta aplicacion las funciones base y de

aproximacion no son funciones del tiempo como se expresa a continuacion:
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yelj) ye(2]) ye (3]

ZajwJ X,y)=ax +a,x Pyl | g el Jra Oy (5.4)

ye (1) ye (2i) ye (3i)

Uy (x,y) = ax ™y ) g Py 4 g By g Xy (5.5)

De igual forma como se desarrollo en el capitulo 2; se trabaja en el espacio de

Hilbert, H ; pero los vectores no depende del tiempo ecuaciones (5.4) y (5.5). Los

vectores B(x,y) y u;(x,y) son ortogonales si su producto escalar es cero. Como

f(x, y) es la funcion exacta que representa un vector velocidad o presion que

n
puede aproximarse a la sumatoria de funciones base Zajwj (x, y); pero su resta
j=1

no es igual cero; entonces resulta una diferencia que es igual R(x, y).

f( Zaw (x,y)=R(x,y)= ZaJWJ X,y)# (5.6)

=

Multiplicando la ecuacién (5.6) por la funcién de aproximacion u, (x,y) ; que es un

vector que pertenece proy,, f(x,y); resulta las componentes de la ecuacion (5.7)

ortogonales cuando se efectla el producto escalar que igual a cero.
<R(x,y),ui(x,y)):0:< Zaw X Y), y)> (5.7)

Como la ecuacion (5.7) al multiplicarse por el vector de aproximacion es

equivalente a la ecuacion (5.8) por lo que los coeficientes a;son los valores a

determinar.

<f (X y)ou; (X ZaW (X, y)ou (X, Y)>=0 (5.8)

Resolviendo la ecuacion (5.8) resulta la ecuacion (5.9); donde basicamente se

estd aplicando el concepto de aproximacion numérica; cuando se hallan los
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valores de los coeficientes y posteriormente al realizar la expansion resulta una

matriz con la misma estructura que las encontradas en el capitulo 2.
(1 009) (09) (S () 1) 59)
i=1

5.3 La integracion numérica de la divergencia de la velocidad

El termino convectivo esta constituido por las multiplicaciones de una componente
de la velocidad, por componente de la divergencia de la velocidad y de la funcion
de aproximacion en las direcciones de los ejes (X,y). Se genera una matriz trilinial

gue no depende del tiempo.

<gajwj (X’ y)’ui (X’ y)> = <uk (X! y)vuk (X’ y)’ui (X' y)> (5.10)

5.3.1 Divergencia de las velocidades uy.

La integracion numérica se realiza en el plano (x,y); cuando se efectdan las
integrales dobles con limites entre [0,1] para cada componente.
La Divergencia de la velocidad uy en la direccion del eje x tiene dos componentes
como se muestra en la ecuacion (5.1.A)
X ou, +u, ou,

OX oy

La primera componente de la divergencia de la velocidad en la direccion del eje x,

u (5.1.A)

se multiplica por la funcién de aproximacién y se realiza la integraciébn numérica
ecuacion (5.12) que es equivalente a la ecuacién (2.12) del capitulo 2, en el
intervalo correspondiente. De forma similar se toma la segunda componente
ecuacion (5.13) y se efectla la integracibn numérica como se muestra en la
ecuacion (5.14). La ecuacion (5.17) es el resultado de los aportes de la
integracion numérica de cada componente (i,j,k) correspondiente a las ecuaciones
(5.12) y (5.14).
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« Laprimeracomponente de la divergencia de la velocidad eje x.

aU X, =\, Xe( j)+xe(i)+xe(k)-1, ,ve( j)+ve(i)+yel
aj'[qu(x,y)o X(gx y)oui(x,y)dQ:aj .UXG(J)X ()xe(i)+xe(k) 1yY(J)Y()Y(k)aXay (5.11)

[0

a, ﬂ xe( j)eermetietdty e ieinayey = axe(j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ve(i)+ye(i)+ye(k)+1)  (5.12)

01
« Lasegunda componente de la divergencia de la velocidad eje x.

De igual forma se muestran las ecuaciones desarrolladas en el capitulo 2;

correspondiente al tema en estudio que para llevar un orden se le asignara al del

capitulo 5.
ou X, . i)+ye(i)+ye(k)-L . xe( j)+xe(i)+xe
T ey e
[0.)
a, ﬂ ye(j)y" ety oxay=a,ye ()1 ye(J)+ ve(i) + ye(k)) (xe(J) + xe(i)+ xe (k) +1) (5.14)

fo1

Aportes parciales del termino convectivo en la direccién x.
aportex = a,xe(j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ye()+ ye(i)+ye(k)+1) (5.15)

aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ve(i)+ ye(k))(xe(J)+xe(i) + xe(k) +1) (5.16)

La ecuacion (5.17) genera una matriz trilinial localmente en las componentes (i,j,k);
correspondiente a una aproximacién cuadratica.

M= aportex de trilinial u, (x,y)+aportey de Trilinial u, (xy) (5.17)
5.3.2 Divergencia de las velocidades uy.

La Divergencia de la velocidad uy, en la direccion del eje y tiene dos

componentes como se muestra en la ecuacién (5.2.A)

u —-+u, —~ (5.2.A)

De igual forma la primera componente de la divergencia de la velocidad en la
direccién del eje y tiene dos componentes. En la ecuacion (5.18) se realiza la

integracion numérica de una parte del termino convectivo con variacion en x. Se
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multiplica por la funcidén de aproximacion y se realiza la integracion numérica dada
por la ecuacién (5.19) en el intervalo correspondiente. De forma similar se toma
la segunda componente ecuacién (5.20) y se efectla la integracibn numérica
como se muestra en la ecuacion (5.21). La ecuacion (5.24) es el resultado de los
aportes de la integracion numérica de cada componente (i,j,k) correspondiente a
las ecuaciones (5.22) y (5.23).

« Laprimeracomponente de ladivergencia de la velocidad ejey.

aj JQ U, (X, y) . aux(g))((' y) oul (X, y)dQ _ aj J'J’ Xe( j)Xxe(j)+xe(i)+xe(k)—1yye(j)+ye(i)+ye(k)axay (5.18)
(01
a, _U xe( e oe et Reine ooy = a e 1)/ (ve(J)+ xe(i)+ xe(k))(ve( i)+ ye(i)+ ye(k) +1) (5.19)

[01]
« Lasegunda componente de la divergencia de la velocidad eje y

8], ) 2

]
[0

ol (X, y) dQ=a. J.'[ ye( J )yye(j)+ye(i)+ye(k)—lxxe(i)+xe(i)+xe(k)axay (5.20)

En la ecuacion (5.20) se realiza la integracion numérica de una parte del termino
convectivo con variacién en y.

a, _U ye( j)y et tyeiietiosagey = a,ye( )/ (ye(J)+ ve(i)+ ye(k))(xe(j)+xe(i)+xe(k) +1) (5.21)

(04

La solucion del termino convectivo da como resultado una matriz trilinial o
cuadratica debido a los componentes (i,j,k) de cada uno de los términos
componentes correspondientes.

Estas son las contribuciones de los aporte del término convectivo en la direccion
del eje vy, son las siguientes:

Aportes parciales del termino convectivo en la direccién vy.
aportex = a,xe(j)/(xe(j)+xe(i)+xe(k))(ye()+ ye(i)+ye(k)+1) (5.22)

aportey =a,ye(j)/(ye(j)+ye(i)+ ye(k))(xe(J)+xe(i) + xe(k) +1) (5.23)
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Las ecuaciones (2.17) y (2.24) generan una matriz trilinial localmente en las
componentes (i,j,k); donde estas expresiones facilitan y contribuyen a la
optimizacion del algoritmo.

B= aportex u, (xy)+ aportey u,(xy) (5.24)

5.4 La integracion numérica Laplaciano de la velocidad

La matriz de aproximacion numérica obtenida anteriormente que es una forma
generalizada es sustituida por el laplaciano de las velocidades (x,y) en cada una

de sus componentes; como se muestra a continuacion :

(f(xy).u(xy))= <Zaw (%, y),u; (X, y)> (5.25)

<ZajwJ X,Y), y)> < uk(x,y),ui(x,y)> (5.26)

5.2.1 La integracion numérica Laplaciano de las velocidades uy y uy.

X

<ZajwJ X, ¥),u; (X, y)> '[QWoui(x,y)dQ+anQwOui(x,y)dQ (5.27)

<ZajwJ X ¥) U (X Y) >_a j M u (x,y)dQ+a j # ou; (x,y)dQ (5.28)

El procedimiento para calcular la integracion numérica es el siguiente:

1l-remplazando las funciones base ecuacion (5.3) y las funcion de aproximacion
(5.4) en los diferentes componente del Laplaciano.

2-Se realiza la segunda derivada con respecto a (X,y) de acuerdo a la direccion de
las velocidades

3-Efectuar el producto entre las funciones.

4-Resolver la integral en el dominio correspondiente.
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e Las componentes de las velocidades uy (x,y) del laplaciano en la
direccion del eje x

’u, (x,Y) U (x,Y)

0
o ox? OUi(X, y)dQ_'_ajJ.Q oy? °u (X’ y)dQ (5.29)
2
al, 5 u;}g ). U (xy)dQ =2, [g] () (ve( ) -1ty ooy (5.30)
2
2 J-Q 0 u;)(; Y) ol (X, y)dQ ~a, J‘J‘ ye( J)(ye( j)—l) yye(j)+ye(i)—2Xxe(j)+xe(i)6X8y (5.31)
(0]

Las soluciones en las integrales dobles con limites entre [0,1] utilizando las
funciones de integracion de scilab o la implementacion de un algoritmo basados

en las aproximaciones de Simpson tiene un costo muy alto computacionalmente

de tiempo.

aportex de u, (x,y)=axe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ve(i)+ye(i)+1) (5.32)
aportey de u, (xy)=a,ye(j)(ye(i)-1)/(ye(j)+ ye(i)-1)(xe(j)+xe(i)+1) (5.33)
M, = aportex de u, (x,y)+aportey de u, (xy) (5.34)

e Las componentes de la velocidades uy (x,y) del laplaciano en la
direccion del ejey.
De acuerdo con los desarrollos matematicos realizados en el método de Galerkin,
se aplica la solucién de la integral para cada ij en cada componente, como el
objetivo principal alcanzar una solucion numérica de alta precision con el menor
costo computacional. La componente de la velocidad esta en la direccion del eje y
con variaciones en los dos ejes; como se muestra en la ecuaciéon (5.28). Las
ecuaciones (5.35) y (536) son los resultados de la integracibn numérica de las
contribuciones de esas variaciones; al final, tenemos el aporte total

correspondiente al eje y en la ecuacion (5.37).
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ang%oui(x, y)dQ+aij azuya)(;(, y)oui(x,y)dQ (5.28)
aportex de u, (x, y)=axe(j)(xe(j)-1)/(xe(j)+xe(i)-1)(ve(j)+ye(i)+1) (5.35)
aportey de u, (xy)=a,ye(j)(ye(i)-1)/(ve(i)+ ye(i)-1)(xe(j)+xe(i)+1) (5.36)
B, = aportex de u, (xy)+aportey de u, (xy) (5.37)

5.3 La integracién numérica del Gradiente de presion.
Encontramos las componentes en el ejes x y eje y; correspondientes a los

Gradientes de presion de las ecuaciones (5.38) y (5.39) respectivamente.

dP o (xy)

0 oU; (X, y)—cijQ > ol (x,y)dQ (5.38)
d au, (X,

Py ou; (X, y):cjjQ yéy y)oui(x, y)dQ (5. 39)

5.3.1 Gradiente de presiones en ux Yy Ux.

« Gradiente de presiones en uy

aux Xy S\ xe(J)+xe(i)-L,, ve(j)+ve(i
C'J.o éx )oui(x,y)szcj”xe(j)x ety =00y oy (5. 38)

]
‘ o1

aportex = ¢;xe(j)/(xe(J)+xe(i))(ye(j) + ye(i)+1) (5.39)

e Gradiente de presiones en uy

ou: (X, - -
CJ_ IQ Ujgl( y) o, (Xx y)dQ _ Cj J‘I ye( j)yye(J)+ye(|)—lxxe(J)+xe(|)axay (5.40)
aportey = c,ye(j)/(ye(j)+ ye(i))(xe(j)+xe(i)+1) (5.41)

Las soluciones en las integrales dobles con limites entre [0,1] utilizando las
funciones de integracion de scilab o la implementacion de un algoritmo basados

en las aproximaciones de Simpson tiene un costo muy alto computacionalmente
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de tiempo. El resultado de cada uno de los aportes es una de las contribuciones
mas importantes de este trabajo; debido a que con esos resultados el costo

computacional se redujo sustancialmente en un 99%.

5.4 Solucién del método de Galerkin

En la solucién general se encuentran la matriz con las aproximaciones lineales y

cuadraticas por el bilineal

(Mttx — Mo) Cero D Mo Cero -D
A= Cero (Mtty—Mo) H |=|Cero Mo H (5.42)
D H Cero D H Cero

e Aproximacion lineal

Mo Cero -D [|a] |V,
Cero Mo H ||b|=|y, |=Lap (5.43)
D H Cerof|c| |V,

. Aproximacion cuadratica.

i Y

. Ecuacion complete sin las condiciones de fronteras.

Y =Lap+[a b][M B] H (5.45)
= 5.45
M Bi||b

5.5 Condiciones de frontera para flujo incompresible de capa limite laminar
Durante la fase de propagacion del flujo sobre la capa limite, es necesario tener en
cuenta las fronteras del sistema y para ello se deben aplicar condiciones que

determinen el comportamiento del mismo en estos extremos. Como se conoce
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informacion adicional de ese fendbmeno, lo que equivale a saber que el valor de las
variables o de las derivadas bajo condiciones especificas. En punto del proceso,
la solucion de la ecuacion de Navier Stokes en estado estacionario; es una familia
de soluciones generales. Para obtener la solucion particular que se ajuste a las
condiciones del problema, se utilizan las condiciones de borde, que son los datos
del problema en particular, que permite determinar los valores de las constantes
de la funcién. Las condiciones utilizadas en el proyecto actual han sido las
condiciones de Dirichlet y las condiciones Neumann, que se aplican
simultaneamente en cada una de las fronteras. En este caso las fuerzas de
inercia prevalecen en el interior del fluido, mientras que los efectos de la
viscosidad aqui casi desaparecen.[11][7].

Considérese la corriente plana de un fluido con pequefia viscosidad alrededor de
un cuerpo afilado. El cuadro de lineas de corriente e incluso la distribucion de
velocidades coinciden ampliamente con las de una corriente sin rozamiento. Sin
embargo junto a la superficie el fluido no se desliza como la corriente potencial,
sino que se detiene. La transicion de la velocidad nula, junto a la pared, a la plena
velocidad a cierta distancia del cuerpo, se verifica dentro de una capa muy
delgada, llamada capa limite. En esta se distingue dos regiones:[8].

Una capa muy delgada en contacto inmediato con el cuerpo, dentro de la cual el
gradiente de velocidad en direccion perpendicular a la pared es muy grande.

El resto del campo, fuera de esta capa, donde no aparece un gradiente de
velocidad tan grande, y donde, por consiguiente, el efecto de la viscosidad resulta
sin importancia. [9].

En general, puede decirse que la capa limite es tanto mas delgada cuando menor
es la viscosidad, o dicho en otras palabras, cuando mayor es el numero de

Reynolds.
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5.5.1 Condiciones de contorno Dirichlet y Neumann en capa limite laminar.
Como se tiene cuatro (4) fronteras en la reticula cuadrada [0,1]*[0,1] donde se
imponen las condiciones de fronteras esenciales y naturales en cada una de las
fronteras.

-Frontera No 1 corresponde al eje positivo de las x en el intervalo [O ,1].

1- Se aplicaron la condicion Dirichlet a la velocidad en la direccion del eje x.
u=u(xyt)=0. (5.46)
Las velocidades en el fondo son iguales a cero.

2- Se aplicaron la condicion Dirichlet a la velocidad en la direccién del eje y.
v=u;(xy,t)=0. (5.47)

Las velocidades en el fondo son iguales a cero.

3-El gradiente de presion en el eje x corresponde a la condicion Neumann

op, _op, (% ¥:1)

oy oy

Las presion es normal en el fondo en la direccion del eje y.

=0. (5.48)

-Frontera No 2 corresponde a larecta y—1=0, en el intervalo [0 ,1].

1-La velocidad en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet

u=u(xvyt)=0 (5.49)
2- La velocidad en el eje y se aplicaron las condiciones Dirichlet

v=u;(xyt)=0 (5.50)
3-El gradiente de presion en el eje x corresponde a la condicibn Neumann

op, _ap, (xy.t)

oy oy

=0 (5.51)

-Frontera No 3 corresponde al eje positivo de las vy, para x en el intervalo [0 ,1].

1-La velocidad en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet
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u=u(xyt)=0 (5.52)
2- La velocidad en el eje y se aplicaron las condiciones Dirichlet

v=u;(xyt)=0 (5.53)
3-La presién en el eje y corresponde a la condicion Dirichlet

P, =P (X Y,t)=0 (5.54)
-Frontera No 4 corresponde a la ecuacion de la recta x =1, para valores de yen el
intervalo [0 ,1].

1-La variacion de la velocidad en el eje x se aplicaron las condiciones Dirichlet
u=u(xyt)=1 (5.55)
2- La variacién de las velocidades en el eje y se aplicaron las condiciones
Dirichlet v=u, (x,y,t)=0 (5.56)
3-El gradiente de presion en el eje y corresponde a la condicion Neumann

op, _ ap, (X, y,t)
OX OX

=0 (5.57)

5.6 Algoritmo Computacional

La dinamica de fluidos computacional es una de las ramas de la mecanica de
fluidos que usa métodos numéricos y algoritmos para estudiar y analizar
problemas que involucran fluidos en movimiento, mediante la solucién de las
ecuaciones de Navier-Stokes. En el Anexos se muestra el algoritmo de la

aplicacién de capa limite laminar con el programado en Scilab.
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CAPITULO 6

6.1 Introduccién de los andlisis de resultados

En el siguiente capitulo se analizan los resultados obtenidos mediante la
visualizacion utilizando el programa desarrollado, basado en la aplicacion del
método de free Galerkin, para los estudios de fluidos en régimen laminar entre dos
placas planas y capa limite laminar. Para el estudio se evallan las distribuciones
de los perfiles de velocidades correspondientes a cada una de las aplicaciones.
Los resultados obtenidos se representan graficamente para una mejor
interpretacion, utilizando el programa de visualizacion, el cual permite generar un
archivo grafico mediante el uso de una subrutina ejecutada en Visual Scilab (ver
Anexo A), facilitando de esta forma la exportacion de la data necesaria para la
realizacion de los perfiles o distribuciones antes mencionados. Entre las mejoras

del programa con respecto a trabajos similares, cabe destacar:

e EIl desarrollo matematico en cada uno de los operadores dando como
resultados expresiones que se pueden codificar con facilidad. De igual
forma, las ecuaciones diferenciales no lineales al transformarlas en
ecuaciones algebraicas no lineales desarrollando las matrices ftriliniales; es
unos de los aportes mas significativos porque este es un tema que esta en

investigacion.

e La entrega directa de las integrales de cada uno de los operadores que
constituyen las ecuaciones de Navier Stokes, que permite mejorar el
rendimiento del programa, ya que se utiliza el espacio de memoria
necesario. No fue necesario utilizar una supercomputadora para que el

programa funcionara muy rapidamente.
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e La organizacion del programa en estructuras funcionales que se pueden

conectar a causalmente o dirigida a objeto.

6. 2 RESULTADOS

6.2.1 Simulacion de la ecuacién de Navier Stokes Bidimensional dinamica

e Andlisis del flujo en régimen laminar entre planos paralelos.

La figura 6.1 es una visualizacion de la aplicacion de flujo laminar entre
planos paralelos, donde, el fluido en movimiento tiene las “laminas” bien
definidas, cada una viajando a su velocidad rozando a las de al lado, sin
mezclarse unas con otras. El régimen laminar se caracteriza por un
movimiento ordenado de las particulas de fluido, existiendo unas lineas

de corriente y trayectorias bien definidas.
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e [Efecto de entrada

Un fendbmeno estrechamente vinculado con el desarrollo de la capa limite es el
efecto de entrada (0 de embocadura), debido al cual el perfil estacionario
asintético que se establece recién a cierta distancia de la embocadura de los
planos paralelos. La Fig.6.1.1 esquematiza este proceso para el flujo entre dos
caras paralelas semi infinitas separadas por una distancia h. A una pequefia
distancia x desde la embocadura, se tiene un perfil de velocidad casi uniforme
cuyo modulo es igual a U, la velocidad corriente arriba. La transicion con la
condicion de velocidad nula en la superficie de las placas tiene lugar dentro de una
capa de espesor (local) Ax. A medida que nos alejamos de la embocadura, el
espesor de las capas limites de ambas placas crece hasta que ambas terminan
por juntarse a una distancia xe. Por lo tanto x es la distancia necesaria para que

se establezca entre las placas el perfil de velocidad parabdlico estacionario que ya
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conocemos. Donde Re(h) es el nimero de Reynolds construido con la velocidad

Uy la distancia h entre placas.[10].

Figura 6.3. Efecto de embocadura para el flujo entre placas planas semiinfinitas: evolucién del perfil de velocidades con la

distancia desde la entrada.[11]

6.2.2 Analisis del perfil de velocidades

Esta figura 5.2.2 es una visualizacién de la aplicacion de flujo laminar entre planos
paralelos, donde se realiza el siguiente analisis, de acuerdo con los resultados de
la simulacion; se observa que el perfil de las velocidades en el régimen laminar es
parabdlico, siendo cero en la pared de la conduccion y maxima en el centro, e
igual al doble de la velocidad media (figura 5.2.2). Con este analisis se evidencia
que la simulacién de la ecuacion de Navier Stokes con el algoritmo desarrollado
es valida para la aplicacion en flujo de régimen laminar bidimensional entre planos

paralelos.
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6.3 Validacion de los resultados de la capa limite laminar
Seguidamente se hace una breve descripcién del andlisis de los resultados de la

aplicacion de la capa limite laminar y se presentan los resultados obtenidos.

6.3.1 Andlisis del flujo laminar de capa limite.

En esta figura se presenta la visualizacion de la aplicacion de flujo laminar en capa
limite, donde se realiza el analisis para validar los resultados obtenidos con el
método de Galerkin. Se procedié a correr el algoritmo para diferentes modelos
simples de capa limite cuyos resultados son conocidos ya que existe solucion
analitica cuando se simplifica las ecuaciones de Navier-Stokes.

De acuerdo con los resultados de las simulaciones; se observa que el perfil de la
velocidad en el régimen capa limite laminar es parabdlico, siendo cero en la pared

y aumentado parabdlicamente su velocidad como se muestran en las figuras.

Figura No 6.6.SECUENCIA DE FLUJO LAMINAR DE CAPA LIMITE  Figura No 6.7.SECUENCIA DE FLUJO LAMINAR DE CAPA LIMITE
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En este caso, el fluido en movimiento tiene las “laminas” bien definidas, cada una
viajando a su velocidad rozando una al lado de la otra, sin mezclarse unas con
otras. El régimen laminar se caracteriza por un movimiento ordenado de las
particulas de fluido, existiendo unas lineas de corriente y trayectorias bien
definidas.

En este caso las fuerzas de inercia prevalecen en el interior del fluido, mientras
que los efectos de la viscosidad aqui casi desaparecen.

Considérese la corriente plana de un fluido con pequefia viscosidad alrededor de
un cuerpo afilado. El cuadro de lineas de corriente e incluso la distribucion de
velocidades coinciden ampliamente con las de una corriente sin rozamiento. Sin
embargo junto a la superficie el fluido no se desliza como la corriente potencial,
sino que se detiene. La transicion de la velocidad nula, junto a la pared, a plena
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velocidad a cierta distancia del cuerpo, se verifica dentro de una capa muy
delgada, llamada capa limite. En esta se distingue dos regiones:

Una capa muy delgada en contacto inmediato con el cuerpo, dentro de la cual el
gradiente de velocidad en direccion perpendicular a la pared es muy grande.

El resto del campo, fuera de esta capa, donde no aparece un gradiente de
velocidad tan grande, y donde, por consiguiente, el efecto de la viscosidad resulta
sin importancia.

En general, puede decirse que la capa limite es tanto mas delgada cuando menor
es la viscosidad, o dicho en otras palabras, cuando mayor es el numero de
Reynolds. Fundamentando se en algunas soluciones exactas de las ecuaciones
de Navier-Stokes, se puede afirmar que el espesor de la capa limite es

proporcional a la raiz cuadrada de la viscosidad cinematica:

6.3.2 Resultados Anélisis del perfil de velocidades en capa limite laminar

i) Se obtiene una solucion mediante un esquema de Galerkin polinomial libre de
malla para la ecuacién de Navier-Stokes viscosa, no lineal, caso estacionario

bidimensional, mediante un esquema de minimizacién de minimos cuadrados.

El esquema es innovador en cuanto no depende de una triangulacién subyacente,
ni para la evaluacién de las funciones de peso, ni para la evaluacion de las
condiciones de borde. Esta metodologia novedosa permitira la aplicacion de esta
misma metodologia en condiciones de fronteras moviles o en esquemas de

optimizacién de forma.

i) Las soluciones obtenidas se validan en casos simples contra los valores dados
en la literatura y contra soluciones conocidas para el flujo viscoso en la capa limite
laminar como es caso de la ecuacion de Blasius. La coincidencia de los
resultados numéricos obtenidos con la metodologia propuesta es satisfactoria.
iii) El esquema de residuos ponderados de Galerkin aplicado a la ecuacion de
Navier-Stokes completa con su componente no-lineal generalmente conduce a

modelos computacionalmente exigentes. El debilitamiento de las soluciones no se
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impone, sino que prefiere trabajar con un procedimiento que no recurre a este
proceso. A cambio, el uso de funciones de peso polinomiales permite la
evaluacion directa de las integrales involucradas reduciendo el consumo
.computacional.

i.v) El proceso de optimizacion sigue un esquema de minimos cuadrados estandar

que utiliza el gradiente del término trilineal previamente calculado como matriz.

6.4 Solucion analitica para el flujo laminar en capa limite

Inicialmente resolvemos la ecuacion de Navier Stokes en forma simplificada
analiticamente para encontrar la solucion de Blasius de capa limite laminar como
de muestra en la figura 5.4. Donde el perfil de velocidades de color azul como se
muestra en la figura alcanza su valor maximo cuando el valor de y=1.0 y el valor

de x=5; correspondiente al valor maximo de Reynolds para flujo laminar.[9]

Distribucion en Capa limite de los foactores f,fyf"en la ecuacion de Blasius...
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Tabla No 3. Perfiles de Blasius [13 ].[15]

ITEM N F F F
1 0 0 0 0,33206
2 0,2 0,00664 0,006641 0,33199
3 0,4 0,02656 0,13277 0,33147
4 0,8 0,10611 0,26471 0,32739
5 1,2 0,23795 0,39378 0,31659
6 1,6 0,65003 0,51676 0,29667
7 2 0,65003 0,62977 0,26675
8 2,4 0,9223 0,72899 0,22809
9 2,8 1,23099 0,81152 0,18401
10 3,2 1,56911 0,87609 0,13913
11 3,6 1,92954 0,92333 0,09809
12 4 2,30576 0,95552 0,06424
13 4,4 2,69238 0,97587 0,03897
14 4,8 3,08534 0,98779 0,02187
15 5 3,28329 0,99155 0,01591
16 8,8 7,07923 1 0

Tabla No 4 Valores normalizados de la ecuacion de Blasius [14 ].

ITEM u/U y/d
1 0. 0.
2 0.133 0.08
3 0.265 0.16
4 0.394 0.24
5 0.517 0.32
6 0.63 0.4
7 0.729 0.48
8 0.811 0.56
9 0.876 0.64
10 0.923 0.72
11 0.956 0.8
12 0.976 0.88
13 0.988 0.96
14 1. 1.
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Seguidamente se comparan los resultados de la solucion de Blasius con el
software del trabajo final. Donde el perfil de velocidades de capa limite con la
solucion de la ecuacion de Blasius para el caso de capa limite laminar sobre una

placa plana coincide con uno de los perfiles de velocidades de la ecuacion de

Navier-Stokes.
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Figura No 6.9.1GRAFICA DE LA ECUACION ANALITICA SOBRE LA SOLUCION NUMERICA

En la figura 6.8 mostramos la grafica de la ecuacion de Blasius con sus valores

normalizados sobre los diferentes perfiles simulados con la ecuacién de Navier-

Stokes con la metodologia de Galerkin.
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Figura No 6.9 2.GRAFICAS DE PERFILES DE VELOCIDADES PARA DIFERENTES ORDEN POLINOMIAL

La grafica 5.9 muestra diferentes perfiles de velocidades para funciones
polinomiales de diferentes orden; encontramos que la linea de color azul
corresponde a la solucion de Blasius con polinomios de orden3 y la de color verde
corresponde a la solucién de Blasius con polinomios de orden dos (2). Los
triangulos corresponden a la solucién analitica de la solucion de Blasius y la

solucion numeérica completa. Las soluciones numérica de las ecuaciones Navier
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Stokes completas correspondientes a los orden tres (3) y cuatro (4) presenta
variaciones bruscas del gradiente de presion.

Por otro lado la problemética que presenta el hecho de que el termino convectivo
sea mucho mayor que el viscoso o difuso es bien conocido en el ambito de los
métodos numeéricos. Este hecho se produce para altos numeros de Reynolds y
provoca que la solucion numérica clasica del método de los elementos finitos
(esquema desarrollado a partir del método de Galerkin) falla y aparezcan
oscilaciones en todo el dominio. Las mencionadas oscilaciones desaparecen a
medida que se disminuyen el tamafio de malla, algo que desde el punto de vista
practico-computacional es impensable debido a su lentitud y gasto enorme de
memoria. Desde el punto de vista fisico, se sabe que al aplicar el método de
Galerkin se afiaden viscosidades negativas proporcionales al numero de
Reynolds, provocando una mala estabilidad al problema y dando lugar a
oscilaciones. Estas oscilaciones suelen ser localizadas y no tienden a propagarse
en sistemas lineales, pero dado que las ecuaciones de Navier Stokes tienen
términos no lineales que a elevados numeros de Reynolds tienen gran

importancia, se llega a inestabilidades globales.[15],[16].
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CAPITULO 7

7. CONCLUSIONES

1-Computacionalmente se solucion6 el problema de la ecuacion de Navier-Stokes
bidimensional en estado dinamico de un flujo en régimen laminar entre dos planos
paralelos con frontera reflectiva sobre el cuadrado unitario, por el método de
Galerkin usando funciones de base libre de malla.

2- Se procedid a confeccionar dos programas de cémputo que permite la resolver
las ecuaciones de flujo en régimen laminar entre dos planos paralelos y la capa
limite laminar incompresible sobre una pared plana y sometida a un gradiente de

presion arbitrario.

3- Se valido6 el programa comparando sus resultados con resultados analiticos y

se comparan satisfactoriamente con los presentados en la literatura.
4- El algoritmo de la  discretizacion que se desarrollo redujo el costo

computacional en las dos aplicaciones en estudio.

5- Ademas se calcul6 el comportamiento de la capa limite con la solucion analitica
simplificada correspondiente a la ecuacién de Blasius, no encontrandose

discrepancia con respecto a los resultados presentados.

6- Se concluye finalmente que los programas son validos para el estudio de estas
dos aplicaciones.
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7.1 Trabajos Futuros

Gracias a este estudio se puede dar inicio a otras investigaciones aplicadas a las
ecuaciones de Navier Stokes correspondientes a los cuerpos sumergidos en
fluidos.

Las ecuaciones de Navier Stokes son consideradas el séptimo problema del
mileno y son utilizadas como modelo fisico matematico aplicadas actualmente en
investigaciones de Astrofisica, Electrodinamica y Mecanica cuantica por lo que la
metodologia desarrollada puede contribuir a la solucion de los problemas

presentados en esas aéreas de la ciencia.

Muchos modelos matematicos- fisicos tienen su aplicacién a problemas préacticos
de la fisica, tales como los sistemas dindmicos que interpretan problemas de las
ciencias exactas y naturales vienen dados por ecuaciones diferenciales lineales y
no lineales en su mayoria los cuales no pueden ser resueltos por métodos
exactos. Este trabajo de investigacion busca proyectarse como una de las
herramientas para estudios futuros aplicandos al analisis de ecuaciones
diferenciales no lineales, para conocer sus propiedades mas importantes en la
solucion de estas y la convergencia del mismo en comparaciéon con otros métodos
cuasi-analitico-numéricos. Algunos tipos de ecuaciones diferenciales no lineales
presentan relativa dificultad, e incluso imposibilidad, para la busqueda de su

solucion por los métodos analiticos conocidos.
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DIAGRAMA DE BLOQUE DEL FLUJO DE FLUIDO ENTRE DOS PLANOS
PARALELOS
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